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Vorwort zur ersten Auflage der ersten 
Äbtlieilung. 

Die Vorträge über die Geometrie der Lage, welche 
ich hiermit der Oeffentlichkeit übergebe, sind in den 
letzten zwei Jaluren allmälig niedergeschrieben worden; 
zu ihrer Herausgabe wurde ich durch ein Bedür&iss 
veranlasst, welches seit längerer Zeit am hiesigen Poly- 
technikum, und vielleicht schon in weiteren Kreisen sich 
fühlbar macht. Nämlich die wichtigen Constructions- 
Methoden, mit denen Herr Professor Culmann die In- 
genieur-Wissenschaften bereichert hat, und welche in 
seinem Werke ,,die graphische Statik" veröifentlicht sind, 
gründen sich zum grossen Theile auf die neuere Geome- 
trie, und die Kemitniss der letzteren ist daher den In- 
genieurschülem unserer Anstalt unentbehrlich geworden. 
Durch vorliegende Arbeit nun versuche ich dem Mangel 
dnes Lehrbuches abzuhelfen, welches den Studirenden 
in gedrängter Kürze den erforderhchen Stoff darbietet, 
und mich bei meinem mündlichen Unterricht unterstützt. 
Selbstverständüch musste ich mich der von Herrn 
Culmann adoptirten Termincdogie bedienen, imd sogar 
bis zu einem gewissen Grade dem Lehrgange desjenigen 
gehaltvollen Werkes folgen, welchem dieselbe entnommen 
ist, nämlich der „Geometrie der Lage" des Herrn Pro- 
fessor von Staudt. Uebrigens sind die neuen Benennun- 
gen, welche Herr von Staudt den älteren Steiner'schen 
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VI Vorwort zur ersten Auflage der ersten AbtheiluBg. 

hinzQgefflgt hat, so glücklich gewählt, dass ich nur in 
einzelnen Fällen einen anderen Ausdruck vorgezogen 
hätte; z. B. dem Namen „gerades Gebilde" den von Herrn 
Paulus [und Göpel] eingeführten Namen „Punktreihe". 
Und die Art, wie Herr von Staudt, im Gegensatz zu 
allen übrigen Autoren der neueren Geometrie, diese 
Wissenschaft begründet, scheint mir so bedeutende Vor- 
theile zu gewähren, dass ich auch ohne anderweitige 
Veranlassung sie jeder andern vorziehen würde. Es sei 
mir gestattet, diese meine Ansicht durch wenige Worte 
zu motiviren. 

Dem Ingenieur wie dem Mechaniker und Architekten 
kommt bei dem Entwerfen seiner Bauwerke die Fähig- 
keit wesentlich zu statten, sich dieselben zum Voraus 
räumheh vorzustellen. Soll z. B. eine Brücke über den 
Strom gespannt werden, so muss zunächst unter den 
verschiedenen Constructionsarten diejenige gewählt wer- 
den, welche den gegebenen Verhältnissen am besten ent- 
spricht. Der Ingenieur vergleicht zu dem Ende den lai^- 
gestreckten Blechbalken mit dem kühn geschwungenen 
Bogen oder der frei schwebenden Kettenbrücke, sucht 
sich vorzustellen, wie die Lasten sich hierhin und dort- 
hin bewegen und wie sie auf die Gheder des mächtigen 
Bauwerks sich vertheilen. "Wieder und immer wieder 
prüft imd vergleicht er, denkt sich mehr und mehr in 
alle Einzelnheiten hinein," bis der ganze Bau in klaren 
Zügen fertig vor seinem geistigen Auge steht. Und jetzt 
beginnt der zweite Theil der schöpferischen Arbeit; das 
Project wird dem Papiere anvertraut, die sämmtlichen 
Details nach Form und Stärke genau bestimmt. Aber 
auch jetzt noch muss der Ingenieur und Jeder, der sich 
mit seinen Ideen vertraut machen will, fortwährend die 
Vorstellungskraft anspannen, um Dasjenige wirklich zu 
schauen, was durch die Linien einer dem Laien unver- 
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ständlichen Zeichnung dargestellt werden soll. — Wie 
der Techniker, so muss aach der Mathematiker und über- 
haupt Jeder, der sich mit den Naturwissenschaften be- 
schaltigt, das Vorstellungsvermögen vielfach in Anspruch 
nehmen; bald soll er complicirte Apparate aus einer 
dürftigen Skizze begreifen, bald weitläufige Naturprocesse 
oder verwickelte Bewegungen nach einer blossen Beschrei- 
bung sich deutlich machen. 

Eine Hauptaufgabe des geometrischen Unterrichts 
scheint mir nun die zu sein, das VorstellungsvermÖgen 
des Lernenden zu üben und auszubilden ; und ich glaube, 
dass diese Aufgabe am besten auf dem Wege gelöst wird, 
den Herr von Staudt eingeschlagen hat. Er sehhesst 
nämlich alle mehr oder minder complidrten Rechnungen 
aus, welche die Vorstellungskraft nicht beanspruchen, zu 
deren Verstandniss vielmehr eine gewisse mechanische 
Fertigkeit erforderlich ist, die mit der Geometrie an sich 
wenig zu schaffen hat. Dafür aber gelangt Herr von 
Staudt durch directe Anschauung zur Erkenntniss der 
geometrischen Wahrheiten, auf welche er die Geometrie 
der Lage gründet. Es lässt sich nicht leugnen, dass 
diese Methode, wie jede andere, ihre eigenthümlichen 
Schwierigkeiten bietet; und das Staudt'sche Werk, wel- 
ches offenbar nicht für Anftjiger geschrieben ist, besitzt 
ausserdem noch mehrere, an sich rühmenswerthe Eigen- 
schaften, welche das Studium desselben wesentlich er- 
schweren. Es zeichnet sich namentlich aus durch eine 
merkwürdige Knappheit des Ausdrucks und eine sehr 
gedrängte, beinahe wortkarge Darstellung; nur das Noth- 
wendige wird gesa^, selten ein erläuterndes Wort hin- 
zugefügt, und dem Leser bleibt es überlassen, zu den in 
ihrer ganzen Allgemeinheit aufgestellten Sätzen sich leich- 
ter fassliche Beispiele selbst zu bilden. Der Stoff ist sehr 
schön und systematisch geordnet; z. B. die Lehren von 
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der Projectivitat , von der collinearen imd reciproken 
Verwandtschaft, von den iovolutorischen Gebilden werden 
vollständ^ abgehandelt, ehe zur Theorie der Kegelschnitte 
und der Flächen zweiter Ordnung geschritten wird, und 
Herr von Staudt erlangt so den Vortheil, die Eigen- 
schaften der Gebilde zweiter Ordnung mit einem Schlage 
beweisen zu können, während freilich andererseits die 
Darstellung so abstract wird, dass die Kräfte eines An- 
fängers bei ihrem Studium gewöhnlich schnell erlahmen. 
Diese Eigenschaften, welche der wohlverdienten Verbrei- 
tung und allgemeinen Anerkennung des Staudt' sehen 
Werkes leider sehr hinderlich gewesen zu sein scheinen, 
stempeln dasselbe zu einem vorzüghchen Handbnch der 
neueren Geometrie, auf welches man sich, ähnlich wie 
in der Geometrie der Alten auf den Euklid, sehr bequem 
beziehen kann; in meinen für Anfänger geschriebenen 
Vorträgen musste ich sie vermeiden, um nicht unver- 
ständlich zu werden. 

Eine andere, dem Lehrgange selbst eigenthumhehe 
Schwierigkeit habe ich absichtlich nicht vermieden, well 
sie von Jedem früher oder später überwunden werden 
muss, welcher die Eigenschaften räumlicher Gebilde be- 
greifen wül. Ich meine die schon erwähnte Schwierig- 
keit, solche Gebilde sich räumlich vorzustellen, eine 
Schwierigkeit, mit welcher der Anfänger auch bei dem 
Studium der darstellenden Geometrie und der analytischen 
Geometrie des Raumes zu kämpfen hat, und deren Ueber- 
windung ich, wie oben bemerkt, für eine Hauptaufgabe 
des geometrischen Unterrichts halte. Um dem Leser die 
Erreichung dieses Zieles zu erleichtern, habe ich meinen 
Vorträgen Figurentafeln hinzugefügt. Herr von Staudt 
hat dieses Hülfsmittel nicht benutzt, indem er wohl von 
ähnlichen Ansichten geleitet sein mag, wie die von 
Steiner gelegentlich ausgesprochene: „dass stereome- 
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Vorwort zur ersten Auflage der ersten Abtheilung. IX 

trisehe Betrachtungen nur dann richtig aufgefasst seien, 
wenn sie reio, ohne alle Versinnlichungsmittel, nur durch 
die innere Vorstellungskraft angeschaut werden". Allein 
durch Verschmähung dieser Versinnlichungsmittel, die bei 
planimetrischen Betrachtungen auch nicht so leicht zu 
einer unrichtigen Auffa^ung verleiten, .würde ich den 
Studicenden das Verständniss meiner Vorträge unnöthig 
erschwert haben. 

Indem der von Herrn von Staudt zuerst eii^e- 
schlagene Lehrgang die Keehnungen aussehliesst und alle 
auf Massverhältnissen beruhenden Eigenschaften der geo- 
metrischen Gebilde gesondert untersucht, bietet er noch 
einen Vortheil, den ich sehr hoch anschlagen möchte. 
Er bringt nämlich das wichtige, so ungemein fruchtbare 
Princip der Dualität oder Eeciprocität, von welchem die 
ganze Geometrie der Lage beherrscht wird, in seiner vollen 
Reinheit und in seinem ganzen Umfange zur schönsten 
Geltung. Kein anderer Lehrgang, der das Mass zu Hülfe 
nimmt, kann sich dieses Vorzuges rühmen, und zwar 
einfach deshalb, weil tu der Geometrie des Masses jenes 
Princip nicht allgemein gültig ist. Anerkanntermassen 
aber bietet die Geometrie Nichts, was für den Anfänger 
so anregend wäre, ihn so zum SelbstschafFen anspornte, 
wie das Princip der Reciprocität; und je früher er da- 
mit bekannt gemacht wird, desto besser. Dass dieses 
Gesetz besonders in der Geometrie des Raumes so klar 
hervortritt, war für mich ein massgebender Grund dafür, 
die stereometrisehen Betrachtungen von den planimetri- 
schen nicht zu trennen. — Die metrischen Relationen, 
namentlich diejenigen der Kegelschnitte, habe ich übrigens 
durchaus nicht vernachlässigt, sondern in weiterem Um- 
fange, als ^dieses von Steiner und Herrn von Staudt 
geschieht, überall dort entwickelt, wo sie sich als be- 
sondere Fälle der allgemeinen Sätze von selbst darboten. 
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Zu den Kegelschnitten und den übrigen Gebilden 
zweiter Ordnung, von denen diese erste Abtheilung meiner 
Vorträge vornehmlich handelt, gelai^e ich auf einem an- 
deren Wege als Steiner und Herr von Staudt, vrelcher 
letztere die Theorie jener Gebilde auf die Lehre von der 
CoUineation und der Reciprocität gründet. Ich hoffe da- 
durch, dasa ich die Gebilde zweiter Ordnung gleich bei 
der Untersuchung der projectiven einförmigen Grund- 
gebilde einführe, das Verständniss der projectiven Ver- 
wandtschaft erleichtert zu haben; zugleich gewinne ich 
dadurch den Vortheil, den Anfilnger auf das schwierigere 
Studium der Collineation und der Reciprocität allmälig 
vorbereiten zu können. Steiner hat in seinem höchst 
anregenden, bahnbrechenden Werke „Systematische Ent- 
wickelung etc." die Hülfsmittel geschaffen, deren ich 
mich vom fünften bis zum zehnten Vortrage vorzugs- 
weise bediene; doch musste ich aus schon berührten 
Gründen darauf verzichten, gleich Steiner die Kegel- 
schnitte mittelst des Kreises zu definiren. 



Zürich, den 8. März 1866. 



Hosted by 



Google 



Vorwort zur dritten Auflage der ersten 
Äbtheilung. 



Diese neue Auflage übertrifi't die erste an Umfang 
um zwei Drittel ihrer Bogenzahl. Die bedeutendste, 
schon in der zweiten Auflage vorgenommene Aendermig 
besteht in der Hinzufügung einer Sammlung von 223 Auf- 
gaben und Lehrsätzen. Ein Theil dieser Sammlung be- 
fand sich zuerst im Anhange der zweiten Abtheilung, ist 
aber durch zahlreiche neue Aufgaben und nützKche Sätze 
bedeutend vergrössert worden. Die eilf Abschnitte dieses 
Theiles entsprechen, mit Ausnahme der beiden über das 
Princip der reciproken Radien und über die geradlinigen 
Flächen dritter Ordnung, den mit ihnen gleichnamigen 
Vorträgen, und ihre Aufgaben und verhältnissmässig leicht 
zu beweisenden Sätze sind hauptsächhch zur TJebung für 
Studirende bestimmt. Jedem Anfänger rathe ich dringend, 
die Constructions - Aufgaben wirkhch auszufahren , weU 
das Verständniss der Geometrie der Lage durch das 
Zeichnen wesenthch gefördert wird. 

Die letzten vier Abschnitte der „Aufgaben und Lehr- 
sätze" enthalten neue Untersuchungen, welche der ersten 
Auflage fremd gebheben und in mehreren wesentlichen 
Punkten meines Wissens zuerst in diesem Buche mit den 
Hülfsmitteln der synthetischen G-eometrie durchgeführt 
sind. Damit diese Untersuchungen über Polvierecke und 
Polvierseite xtnö, über lineare Systeme und Gewebe von 
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Kegelschnitten nicht zu umfangreich würden, habe ich 
für sie eine möglichst knappe Form der Darstellung ge- 
wählt. Dadurch und durch Einführung einiger einfacher 
Begriffe ist es gelungen, die wichtigen Theorien der 
Büschel, Schaaren, Netze und Schaarschaaren von Kegel- 
schnitten in einem neuen Zusammenhange auf dem engen 
Eaume von einundzwanzig Seiten darzustellen. Durch den 
Satz des Herrn Stephen Smith, dessen synthetischer 
Beweis mir erst nach manchen vergeblichen Versuchen 
gelang, und durch das Gesetz der Reciprocität gestalten 
sich diese Theorien merkwürdig einfach und übersichtlich. 

Den von Staudt'schen Beweis des Fimdamental- 
satzes der Geometrie der Lage habe ich unter Benutzung 
der darauf bezüglicjien Bemerkungen der Herren F. Klein 
und Darboux (Math. Annalen, Bd. 17) durch einen ein- 
wandfreien ersetzt. Dass in zwei projectiven Grundgebilden 
einer stetigen Aufeinanderfolge von Elementen des einen 
wieder eine stetige Folge von Elementen des andern 
Gebildes entspricht, wurde in der zweiten Auflage bei 
der Definition des „Beziehens" ausdrückhch angenommen, 
wird aber nunmehr (Seite 52) bewiesen auf Grund der 
von Staudt'schen Definition der Projectivität. 

Dem bereitwilligen Entgegenkommen des neuen Herrn 
Verlegers verdanke ich es, dass dieses Buch jetzt, gleich 
seinen Italienischen und Französischen Uebersetzungen, 
mit Holzschnitten im Texte ausgestattet ist. 

Strassburg i. E., den 8. September 1886. 

Der Verfasser. 
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Einleitung. 



Die MeHrzaU Ton Ihnen, meine Herren, wird bis jetzt von 
der Geometrie der Lage kaum mehr als den Namen gehört haben. 
Denn leider ist die Kenntniss dieser bedeutsam en , durch Fülle 
dea Inhalte, Schönheit der Form und Einfachheit der Entwicte- 
lungen ausgezeichneten Schöpfung der neuesten Zeit noch sehr 
wenig verbreitet; und obgleich die neuere Geometrie zu den an- 
regendsten Zweigen der mathematischen Wissenschaften zu rechnen 
ist, und viele schöne Amvendnngen auf die technischen nnd die 
Naturwissenschaften zulässfc, so ist es ihr doch noch nicht ge- 
lungen, in den Schulen allgemein Eingang zu finden. Vielleicht 
ist es deshalb nicht ohne Nutzen, wenn ich meinen Vorträgen 
einige Worte über die Stellung voranschicke, welche die Geometrie 
der L^e den sonstigen Zweigen der Geometrie gegenüber ein- 
nimmt, und wenn ich Ihnen hemaeh einige Sätze und Aufgaben 
aus der Geometrie der Lage nenne, welche geeignet sind, Ihnen 
diese Wissenschaft zn kennzeichnen. 

Von der Geometrie der Alten und der analytischen Geometrie 
unterscheidet sich die reine Geometrie der Lage wesentlich da- 
durch, dass sie von dem Begriff des Masses keinen Gebrauch 
macht; im Gegensatz zu ihr wird' daher die ältere Geometrie auch 
wohl „Geometrie dea Masses" genannt. In der reinen Geometrie 
der Lage ist z. B. von Halbirungen geradhniger Strecken, von 
rechten Winkeln und Perpendikeln, von Verhältnissen und Pro- 
portionen, von Inhaltsberechnnngen nicht die Bede; ebensowenig 
von trigonometrischen Zahlen, oder gar von analytischen Gleichungen 
krummer Linien. Denn alle diese Gegenstände der älteren Geo- 
metrie setzen Messungen vorauf. Am Schlüsse jedes grösseren 
Abschnittes werde ich jedoch von der Geometrie der Lage An- 
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2 Einleitung. 

Wendungen auf die Geometrie des Masses machen, in denen ich 
die Planimetrie, sowie gelegentlich einmal den Begriff des Sinus 
als bekannt voraussetzen werde. Mit gleielischenbligen und gleich- 
seitigen Dreiecken werden wir uns so wenig beschäftigen, wie mit 
rechtwinkligen; nnd auch das Rechteck, die regelmässigen Poly- 
gone und der Kreis bleiben von unserer Untersuchung, abgesehen 
von jenen Anwendungen, ausgeschlossen. Nur anhangsweise wer- 
den wir vom Mittelpunkt, von den Axen'nnd Brennpunkten der 
sogenannten Curven IL Ordnung oder Kegelschnitte reden, dagegen 
aber viel allgemeinere und wichtigere Eigenschaften dieser Linien 
kennen lernen, als diejenigen, auf welche die meisten Lehrbücher 
der analytischen Geometrie sich beschränken. Wir werden nns 
sogar einen neuen Weg zu den Kegelschnitten bahnen müssen, 
weil wir der Hülfe des Kreiskegels, mittelst dessen die Alten, und 
der Gleichungen, durch welche die Jünger des Descartes sie de- 
finiren, in der Geometrie der Lage entbehren. Dass in meinen 
Vorträgen keine Rechnungen vorkommen werden, brauche ich nach 
dem schon Gesagten wohl kaum zu erwähnen; nur in den An- 
wendungen auf die Geometrie des Masses werden wir bisweilen 
vom Gleichheitszeichen Gebrauch machen. 

Von den geometrischen Kenntnissen, welche in den Schulen 
gelehrt werden, benutze ich deshalb nur sehr wenige. Dagegen 
würde Ihnen eine gewisse Uebuug in der Fähigkeit, sich geome- 
trische Gebilde auch ohne bildliche Darstellung zur Anschauung 
zu bringen, von grossem Nutzen sein. Denn es ist mir nicht 
wohl möglich, jeden Satz, namentlich wenn ein solcher sieb anf 
Gebilde im Räume bezieht, durch Figuren zu erläutern; ich muss 
Ihrer Vorstellungskraft manchmal Etwas znmuthen. Da diese 
auch in der darstellenden oder descriptiven Geometrie vielfach 
in Anspruch genommen wird, so wird Ihnen die Kenntniss der 
letzteren sehr zu Statten kommen; wie auch umgekehrt die 
Geometrie der Lage ein vorzügliches Vorstudium bildet für 
die darstellende Geometrie. Ueberhaupt ist von allen übrigen 
Zweigen der Geometrie die darstellende am meisten geeignet, 
das Studium der Geometrie der Lage zu erleichtern, schon weil 
sie der letzteren sehr nahe verwandt ist. Denn auch in der 
darstellenden Geometrie kommen weniger Grössenbeziehungen in 
Betracht, als vielmehr die Lage der Gebilde theils zu einander, 
theils zu den Projectionsebenen, wobei denn freilich die Be- 
nutzung des Kreises und des rechten Winkels nicht verschmäht 
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Einleitung. 3 

wird. Vor Allein werden Sie finden, dass die Perspective oder 
die centrale Projection auch in der Geometrie der Lage eine 
grosse Rolle spielt, und dass viele in letzterer benutzte Ausdrücke 
von jener lierrüliren. 

Zu der analytischen Geometrie steht die reine Geometrie 
in einem gewissen Gegensatze schon durch ihre Methode, welche 
die aus der Geometrie der Alten Ihnen bekannte synthetische ist. 
Wir werden von einer kleinen Zahl von „ Grundgebilden " aus- 
gehen; die einfachen Beziehungen, welche zwischen diesen sich 
aufstellen lassen, führen nns dann zu den sogenannten Gebilden 
zweiter Ordnung, zu denen auch die Kegelschnitte gehören, und 
lassen zugleich die Hanpteigenschaften dieser Gebilde leicht er- 
kennen. Von den Gebilden zweiter Ordnung können vrir sodann 
in derselben Weise zu immer neuen Gebilden fortschreiten. Auf 
die Analysis, dieses mächtige Werkzeug der modernen Mathematik, 
müssen wir bei unseren Untersuchungen schon deshalb verzichten, 
weil wir das Maas nicht benutzen; denn um mit räumlichen Ge- 
bilden rechnen zu können, müssen wir sie zuerst durch Zahlen 
ausdrücken, d. h. ausmessen. Die reine Geometrie wird wegen 
der in ihr angewendeten Methode vielfach im G^ensatz zu 
der analytischen mit dem Namen ,, synthetische Geometrie" be- 
zeichnet. 

Eben weil wir in der reinen Geometrie der Lage von Mass- 
verhältnissen absehen, sind ihre Sätze und Aufgaben sehr all- 
gemein und umfassend. Z. B, gerade die wichtigsten von den- 
jenigen Eigenschaften der Kegelschnitte, welche in den Lehr- 
büchern der analytischen Geometrie bewiesen werden, sind ganz 
specielle Fälle von Sätzen, welche wir später kennen lernen werden. 
Einige Beispiele mögen dazu dienen, Ihnen auch in diwer Hin-' 
sieht den Stoff näher zu charakterisiren , mit welchem wir nna 
in diesen Vorträgen beschäftigen werden. 

Bei dem Entwerfen von Bauwerken und überhaupt bei dem 
Zeichnen ist nicht selten die Aufgabe zu lösen: „Durch den un- 
zngänglichen Schnittpunkt von zwei (convergirenden) Geraden 
eine dritte Gerade zu ziehen," Die Geometrie des Masses liefert 
uns beliebig viele Punkte einer solchen dritten Geraden z, B. mit 
Hülfe des Satzes, dass auf parallelen Geraden durch irgend drei 
Transversalen, die sich in einem Punkte schneiden, proportionale 
Abschnitte gebildet werden. Die Geometrie der Lage giebt uns 
eine einfachere Losung an die Hand. Wir nehmen nämlich 
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ausserhalb der beiden gegebenen Geraden a nnd b (Pig. 1) ii^end 
einen Punkt P an, und legen durch diesen beliebig viele Trans- 




Tsraalen. Snohen wir dann in jedem Viereck, welches irgend zwei 
dieser Transversalen mit a und b bilden, den Schnittpunkt der 
Diagonalen, so liegen alle diese Schnittpunkte auf einer Geraden, 
welche durch den Schnittpunkt von a und b hindurchgeht.*) Der 
Beweis folgt mit Leichtigkeit aus dem wichtigen Satz über die 
harmonische Theilung am Viereck, welcher folgendermassen aus- 
gesprochen werden kann. Nimmt man (Fig. 2) auf einer Geraden 




*) AnfiLugem empfehle ich sehr, zu diesem Satze und namentlich an 
qj&teren minder einfachen Sätzen die Figur nach den Angaben des Textes 
selbst zu zeichnen, ohne die von mir gezeichnete vorher anzusehen. Eine 
alln^lig entstehende Fignr ist weit leichter aufzufassen, und erläutert auch 
meistens den darzustellenden Sak weit besser, als eine mit allen Eülfslinien 
fertig gezeichnete. 
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drei Punkte Ä, B, C au, und constrnirt irgend ein Viereck so, 
dass zwei Gegenseiten dnrcli A, eine Diagonale dnreh B und die 
beiden anderen Gegenseiten dureh C gehen, so trifft die zweite 
Diagonale jene Gerade ABC in einem ganz bestimmten yiertea 
Punkte D. Sie können durch Construction verschiedener, den ersten 
Bedingungen genügender Vierecke leicht eine Bestätigung dafür 
erhalten, dass wirklich alle zweiten Diagonalen derselben durch 
jenen vierten Punkt D gehen. Die Punkte A, B, C, D werden 
vier harmonische Punkte genannt, ho dass D von B harmonisch 
getrennt ist durch die Punkte A und C. In der Feldmesskunst 
kann jener Satz unter Umständen dazu benutzt wenden, eine gerade 
Linie über ein Hindemisa, z. B. einen Wald, hinaus zu verlängern 
durch Umgehung desselben. 

Von Sätzen über das Dreieck will ich nur den folgenden 
nennen; Liegen zwei Dreiecke ABC und AiB^C^ ao, dass (Fig. 3) 
die Verbindungslinien ÄAj^, BB^ nnd CCi gleichnamiger Eck- 




punkte sich in einem und demselben Punkte S schneiden, so be- 
gegnen sich die gleichnamigen Seiten AB und A^B^, BC und 
B^C^, CA und C^-i^ in drei Punkten C^, A^, B2, welche auf einer 
Geraden u liegen; und umgekehrt. Die den Satz erläuternde Figur 
verdient Beachtung als Repräsentant einer Gattung von merk- 
würdigen, durch eine gewisse Regelmässigkeit ausgezeichneten 
Configurationen. Sie besteht aus 10 Punkten und 10 Gerfidea; 
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6 Einleitung. 

auf jeder der letzteren liegen drei von den 10 Punkten, und dnreli 
jeden von diesen gelen drei von den 10 Geraden. 

Eine andere Reihe von Sätzen knüpft sieh an die Curven 
zweiter Ordnung oder Kegelschnitte. Ana der analytischen Geo- 
metrie ist Ihnen bekannt und wird später synthetisch bewiesen 
werden, dass eine Curve II. Ordnung durch fünf Punkte oder 
fünf Tangenten völlig bestimmt ist. Aber Sie kennen auch 
die AVeitläufigkeit, welche die wirkliche Berechnung und Oou- 
struction eines so bestimmten Kegelschnittes bietet. Die Geo- 
metrie der Lage beweist nun zwei sehr wichtige Sätze über die 
Curven II. Ordnung, die es uns ermöglichen, zu fünf gegebeneu 
Punkten oder Tangenten einer solchen Curve beliebig viele neue 
Funkte resp. Tangenten mit Leichtigkeit zu construiren und so 
die Curve selbst schnell zu zeichnen. Wer von Ihnen diese Sätze 
bereits kennt, wird zugleich wissen, wie viele Hülfsmittel ihr Be- 
weis in der analytischen Geometrie fordert. Der erste, von Pascal 
zuerst aufgestellte Satz sagt aus, dass die drei paar Gegen- 
seiten jedes einer Curve II. Ordnung eingeschriebenen Sechsecks 
aich in drei Punkten schneiden, welche auf einer Geraden liegen; 
nach dem zweiten, von Brianehon herrührenden gehen von 
einem umschriebenen Sechseck die drei Hauptdiagonalen (d. h. Ver- 
bindungslinien gegenüberliegender Eckpunkte) allemal durch einen 
und denselben Punkt. Beide Sätze lassen sich leicht am Kreise 
prüfen. Sie bemerken, dass in denselben von G rossen verhält/- 
nissen des Kegelschnittes, dass von seinem Mittelpunkte, seinen 
Axeu und Brennpunkten nicht die Rede ist. Eben darum aber 
sind diese Sätze von der grössten Allgemeinheit und Bedeutung, 
so dass die ganze Theorie der Kegelschnitte auf sie gegründet 
werden kann. Namentlich lässt sich das wichtige Problem 
der Tangentenziehung an einem gegebenen Punkt mittelst des 
Paacarschen Satzes lösen, selbst wenn der Kegelaehnitt nur 
durch fünf Punkte gegeben ist, ohne vollständig gezeichnet vor- 
zuliegen. 

Das Problem der Taugentenziehung an Curven II. Ordnung 
kann in vielen Fällen mit Hülfe eines Satzes gelöst werden, 
welcher eine der wichtigsten Eigenschaften der Kegelschnitte 
aussagt, dennoch aber in den Lehrbüchern der analytischen Geo- 
metrie bäafig sich nicht findet, weil sein analytischer Beweis 
ziemlieh verwickelt und wenig geeignet ist, jene Eigenschaft in 
das rechte Licht zu setzen. Nämlich wenn durch einen Pnnkt A 
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Einleitung. 7 

(Fig. 4), welcher in der Ebene einer Curve II. Ordnung, jedoch 
nicht auf der Curve liegt, Secanten an diese gezogen werden, ao 
bestimmen beliebige zwei solche Secant«n vier Punkte, wie K, i, 



M", JV auf der Curve, Je zwei von den Secanten verschiedene 
Verbindungslinien dieser vier Punkte, etwa LM und NK oder KM 
und LN, schneiden sich dann in einem Punkte einer bestimmten 
Geraden a, welche die Polare des gegebenen Punktes A genannt 
wird. Liegt der Punkt A ausserhalb der Curve, so schneidet 
seine Polare a die letztere in den Berührungspankten der beiden 
Tangenten, welche von A an die Curve gelegt werden können ; liegt 
Ä innerhalb der Cnrve, so wird diese von a nicht geschnitten. 
Sie können diesen Satz benutzen, um durch einen gegebenen 
Punkt mit alleiniger .Ajiwendung des Lineales Tangenten an einen 
Kegelschnitt zu ziehen. Auf jeder durch A gelegten Secante 
liegen noch vier bemerkenswerthe Punkte: nämlich A selbst, so- 
dann der erste Schnittpunkt B mit der Curve, hierauf folgt der 
Schnittpunkt C mit der Polare a von A und endlieh der zweite 
Schnittpunkt D mit der Curve. Diese vier Punkte A, B, C, D 
sind vier harmonische Punkte, und die Polare a enthält also jeden 
Punkt, welcher durch zwei Curvenpunkte harmonisch von A ge» 
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8 Einleitung. 

trennt ist. Die wichtigen Sätze über Mittelpunkt und conjugirte 
Durehmesser von Kegelschnitten sind ganz specielle Fälle der 
eben genannten Sätze. Diese letzteren lassen sich mit Leichtigkeit 
ausdehnen auf die Flächen zweiter Ordnung, weil diese mit einer 
sie schneidenden Ebene im Allgemeinen eine Curve II. Ordnung 
gemein haben. 

Aus diesen wenigen Beispielen, die ich noch beliebig ver- 
mehren konnte, werden Sie schon erkannt haben, mit welchen 
ganz anderen, aber gewiss nicht weniger wichtigen Sätzen die 
Geometrie der Lage sich beschäftigt, als z. B. die analytische 
Geometrie. Ich erinnere Sie noch daran, dass die letztere beson- 
ders durch die Winkel, welche die Tangenten der Kegelschnitte 
mit den Brennstrahlen bilden, oder durch die Abschnitte, welche 
sie anf den Äsen hervorrufen, die Lage der Tangenten zu be- 
stimmen sucht, also Alles auf Massverhältnisse zurückführt. Na- 
türlich rede ich hier nur von den Elementen der analytischen 
Geometrie, auf weiche die meisten Lehrbücher sich beschränken, 
nicht aber von den höchst fruchtbaren neueren Methoden, deren 
Dasein vor Allen dem scharfsinnigen Plücker zu danken ist. 
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Erster Vortrag. 

Die Methode des Projicirens und Schneidens. Die sechs 
Grundgehilde der neueren Geometrie. 



Jjekanntlicli gründen sich die vielen Begriffe, welche in der 
Geometrie der Alten, der Trigonometrie and der analytischen Geo- 
metrie aufgestellt werden, zum grössten Theil auf das Mass; sie 
können also in der reinen Geometrie der Lage keine Anwen- 
dung finden. Es kann deshalb nicht überraschen, dass die nenere 
Geometrie für ihre Zwecke gleichfalls eine beträchtliche Anzahl 
eigenthümlicher Begriffe " aufgestellt hat, mit denen wir uns in 
diesem und den nächsten Vorträgen bekannt machen wollen, and 
die wir fortwährend anwenden müssen. 

Der Punkt, die Gerade und die Ebene sind die einfachen 
„Elemente" der neneren Geometrie. Wir werden iii der Regel 
die Punkte durch grosse lateinische Buchstaben bezeiehnen, gerade 
Linien durch kleine lateiuische, und Ebenen durch griechische 
Buchstaben. Die Geraden, welche wir häufig auch „Strahlen" 
nennen werden, und die Ebenen betrachten wir immer als all- 
seitig unbegrenzt, wo nicht ausdrücklich das Gegentheil angegeben 
wird. Wir können diese Elemente mit einander zn zusammenge- 
setzten Gebilden verbinden, indem wir eines derselben als ,, Träger" 
unendlich vieler anderer ansehen. Wir gelangen so zu den so- 
genannten Grandgebilden der neueren Geometrie. Bevor ich 
diese erkläre, schicke ich zur Vorbereitung eine kurze Erörtening 
voraus über die wichtige und häufig von uns anzuwendende Me- 
thode des Projicirens und Schneidens. 

Wenn wir einen Gegenstand, etwa ein Gebäude, anschauen, 
so wirft jeder (sichtbare) Punkt desselben einen Strahl in unser 
Ange, welcher der ,, Schein" oder auch der „Projectionsstrahl" 
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jenes Pnnktes genannt wird. Der Schein des ganzen Gebäudes 
ist also aus vielen Strahlen zusammengesetzt, von denen jeder 
einen oder mehrere Punkte vom Auge ans „projicirt." Liegt eine 
Anzahl von Punkten in einer nicht durch das Auge gehenden 
Geraden, so liegen alle ihre Projectionsstrablen in derjenigen Ebene, 
welche vom Auge aus durch diese Gerade gelegt werden kann; 
jede solche Gerade wird also aus dem Auge durch eine Ebene 
projicirt, welche der „Schein" oder die „projicirende Ebene" 
jener Geraden genannt wird. Ebenso wird im Allgemeinen eine 
Curve durch eine eonisehe Fläche projicirt. Den Sehein des Ge- 
bäudes können wir nun durch eine Ebene auffangen oder „schnei- 
den", indem wir jeden Projectionsstrahl in einem Punkte und jede 
projicirende Ebene in einer Geraden schneiden. Wir erhalten dann 
in der Ebene als „Schnitt" oder „Spur" jenes Scheines ein per- 
spectives Bild, eine „Projeetion" des Gebäudes, und diese Projec- 
tion sendet offenbar ganz denselben Sehein in das Auge, wie das 
Gebäude selbst, und ist deshalb auch sehr geeignet, uns eine Vor- 
stellung von letzterem zu verschaffen. Die Photographieen räum- 
licher Gegenstände sind im AVesentlichen solche perspective ebene 
Bilder derselben. 

Auf diese Art des Projicirens, die uiiter dem Namen „Central- 
projection" bekannt ist, gründet sich die Lehre von der Perspec- 
tive; und alle anderen Arten des Projicirens, die in der darstellen- 
den Geometrie üblich sind, lassea sich als besondere Fälle dieser 
einen Art auffassen. Damit z. B., wie in der orthogonalen Pro- 
jeetion, die Projectionsstrablen parallel seien, brauchen wir uns 
nur das Auge in unendliche Entfernung gerückt zn denken. Aach 
die Schatten, welche Gegenstände auf Ebenen werfen, wenn sie 
aus einem' endlichen oder unendlich fernen Punkt beleuchtet wer- 
det), sind offenbar Nichts weiter, als Projectionen jener G^en- 
stände, indem nur an die Stelle des Auges der leuchtende Punkt 
tritt. 

Wie man mittelst der Methode des Projicirens und Schnei- 
dens durch blose Anschauung wichtige Sätze finden und zugleich 
beweisen kann, möge ein einfaches Beispiel lehren. Parallele Ge- 
rade werden vom Änge aus durch Ebeneu projicirt, welche sieh 
alle in einer und derselben Geraden schneiden, nämlich in der 
durch das Auge gelegten Parallelen; von einer beliebigen Bild- 
ebene aber werden diese projicirenden Ebenen in Geraden ge- 
schnitten, die alle durch einen Punkt, die Spur jener Schnittlinie, 
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gehen. Folglich müssen in perspectiven Ansichten eines Gebändes 
oder sonstigen Gegenstandes die Bilder paralleler Kanten alle nach 
einem Punkte, ihrem sogenannten Fluchtpunkte, hin convergiren, 
und nur in einem leicht angebbaren besonderen Falle sind sie eben- 
falls parallel. Wir haben damit beiläufig einen bekannten Haupt- 
satz der Centr alper spective aufgestellt und bewiesen. 

"Wir wollen nun, abgesehen von allen optischen Beziehungen, 
die soeben benutzten Ausdrücke ,, Schein, Strahl,' projiciren, schnei- 
den" u. s. w. auch femer anwenden, indein wir statt des Auges 
einen beliebigen Punkt S und statt des bestimmten Gegenstandes 
oder Gebäudes ein beliebiges System ß von Punkten und Geraden 
im Räume annehmen. Dieses System ß vfird aus S durch ein 
System von Strahlen und Ebenen projieirt, nämlich jeder Punkt 
durch einen Strahl und jede nicht durch S gehende Gerade durch 
eine Ebene., Der Punkt S ist dann als „Träger" aller dieser 
Strahlen und Ebenen anzusehen, welche zusammen den „Schein" 
des Systems ß bilden. Nehmen wir im Raum ein beliebiges System 
S von Ebenen und Geraden an, so wird jede neue Ebene e das- 
selbe in einem System von Geraden und Punkten „achneiden", 
nämlich im Allgemeinen jede Ebene in einer Geraden, und jede 
Gerade in einem Punkte. Die Ebene s erscheint dann als ,, Träger" 
aller dieser Geraden und Punkte, welche zusammen den ,, Schnitt" 
(die „Spur") des Systems S ausmachen. 

Wir können auch aus Geraden projiciren, und durch Gerade 
Schnitte hervorrufen. Jeder ausserhalb einer Geraden ^ gelegene 
Punkt "bestimmt nämlich mit g eine Ebene, oder wird aus g durch 
eine Ebene „projieirt", und ebenso wird" jede Ebene, die nicht 
durch ^ gebt, von dieser Geraden in einem Punkte „geschnitten." 
Die Gerade erscheint hiernach bald als Träger von Ebenen, welche 
in ihr sich sehneiden, bald als Träger von Punkten, welche auf 
ihr liegen. 

Durch solche Betrachtungen gelangen wir zu den folgenden 
sogenannten Grundgebilden, die in der neueren Geometrie eine 
wichtige Stelle einnehmen. 

Die Gesammtheit aller in einer Geraden liegenden Punkte wird 
eine „Punktreihe" (auch wohl ein ,, gerades Gebilde") genannt; 
die einzelnen Punkte der Geraden heissen ,, Elemente" der Punkt- 
reihe. Diese Punkte denken wir uns starr mit einander verbun- 
den, so dass ihre gegenseitige Lage auch dann noch unverändert 
bleibt, wenn die Gerade, ihr Tri^er, verschoben wird. Ein von 
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zwei Punkten begrenzter Theil einer Pnnktreihe heisst eine 
„ Strecke." 

Die Gesaramtheit aller durch einen Punkt gehenden und in 
einer und derselben Ebene Hegenden Strahlen soll ein „Strahlen- 
büschel" heissen. Der gemeinaehaftliche Schnittpunkt der Strahlen 
heisst der „Mittelpunkt" des Büschels; die einzelnen, nach beiden 
Seiten unbegrenzten Strahlen sind die „Elemente" desselben. Auch 
hier denken wir uns diese Elemente starr mit einander verbunden. 
Als „Träger" des Strahlenbiischels 
kann nach Belieben der Mittelpunkt 
oder auch die Ebene betrachtet wer- 
den, in welcher die Strahlen liegen. 
Ein von zwei Strahlen als „Schen- 
keln" begrenzter Theil eines Strah- 
lenbüschels heisst ein „vollkommener 
ebener Winkel." Derselbe besteht aus 
zwei ,, einfachen" ebenen Winkeln, die 
Scheitelwinkel zu einander sind. Wer- 
den in einem beliebigen Strahlen- 
büschel S (Fig. 5) irgend vier Strahlen 
a, b, c, d angenommen, so sind unter diesen zwei paar getrennte 
Strahlen. Nämlich a und c sind durch b und d von einander ge- 
trennt, so dass man in dem Büschel von a nicht anf c übergehen 
kann, ohne entweder b oder d zu überschreiten. 

Die Gesammtheit aller dnrch eine Gerade gehenden, allseitig 
unbegrenzten Ebenen wollen wir einen „Ebenenbüsehel" 'nennen, 
und die Gerade soll die „Äxe" desselben heisseu. Die „Elemente" 
des Büschels, d, h. seine Ebenen, denken wir uns, wie bei der 
Punktreihe die Punlcte, starr mit einander verbnnden in an- 
veränderlicher gegenseitiger Lage. Ein von zwei Ebenen als 
„Schenkeln" begrenzter Theil eines Ebenenbüsehels heisst ein 
„vollkommener Mächenwinkel", und besteht aus zwei „einfachen" 
Flächenwinkeln, die zn einander Scheitelwinkel sind. Unter vier 
Ebenen eines Büschels sind wieder zwei paar getrennte. 

Manchmal, wenn keine Zweideutigkeit möglich ist, werde ich 
ein Gebilde, welches nur ans einzelnen Punkten und Strecken einer 
Geraden besteht, eine Punktreihe nennen. Ebenso soll ein Ge- 
bilde in einem Büsche), welches nur ans einzelnen Elementen und 
Winkeln des Büschels besteht, manchmal selbst ein Büschel ge- 
nannt werden. Dabei wollen wir uns stets erinnern, dass wir ab- 
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weichend von den gewöhnlichen Erklärungen den Winkel als Theil 
eines Büschels definirt haben. 

Die Punktreihe, denStrahlenbüsehel and denEbenen- 
büschel bezeichnen wir als die einförmigen Gmiidgebilde 
oder Grundgebiide erster Stufe. Die Elemente eines einför- 
migen Grundgebüdes, z. B. die Ebenen eines Ebenenbüschels, haben 
wir uns als etwas Einfaches vorzustellen, indem wir absehen von 
den Gebilden (Figuren u. dergl,), deren Träger jene Elemente sein 
können. Bei dem Btrahlenbüschel wird diese Vorstellung dadurch 
erleichtert, dass wir die Geraden, deren Gesammtheit den Büschel 
ausmacht, eben mit dem Namen „Sirahlen" bezeichnen. Denn 
unter einem Strahl wird gewöhnlieh eine Gerade an und für sich 
verstanden, abgesehen von den in ihr gelegenen Punkten und 
durch sie gehenden Ebenen. Leider fehlt uns für die Ebene eine 
entsprechende zweite Bezeichnung. 

Von den Grundgebilden der ersten Stufe können wir uns auch 
eines mittelst jedes anderen erzeugt denken. So wird eine Puukt- 
reihe ABCD (Fig. 6) ans jedem ausserhalb gelegenen Punkte S 




durch einen Strahlenbiischel abcd projicirt, von welchem die Punkt- 
reihe ABCD ein Schnitt ist. Ebenso wird die Punktreihe ADOB 
durch den Büsche! adch projicirt. Ein Ebenenbüsehel aßfS wird 
von jöder nicht durch seine Äse gehenden Ebene in einem Strah- 
lenbüschel ahcd geschnitten, dessen Mittelpunkt auf der Axe liegt; 
jeder Strahlenbüschel wird aus einem nicht in seiner Ebene ge- 
legenen Punkte durch einen Ebenenbüschel projicirt. Endlich wird 
jeder Ebenenbüschel von einer Geraden, die mit seiner Ä^e nicht 
in einer Ebene liegt, in einer Punktreihe geschnitten, nämlich jede 
Ebene des Böscheb in einem Punkte der Punktreihe; und jede 
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PunktreiLe wird aus einer Axe, die mit ihr aicbt in einer Ebene 
liegt, durch einen Ebenenbüschel projicirt. Schon durch diese 
Beziehuugen ist es gerechtfertigt, wenn wir die Punktreihe, den 
Strahlen- und den Ebenenbüschel als Gruudgebilde der gleichen, 
nämlich der ersten Stufe bezeichnen. Denn wir dürfen uns hier- 
nach vorstellen, dass eine Punktreihe ebenso viele Punkte enthält, 
wie ein Büschel Strahlen oder Ebenen. 

Grundgebiide der zweiten Stilfe haben wir zwei: 
nämlich das ebene Feld und den Strahlenbündel. Die 
Gesammtheit aller Punkte und Strahlen, die in einer Ebene ent- 
halten sind, nennen wir ein ,, ebenes System oder Feld"; die Ebene 
ist der „Träger" desselben. Im ebenen Felde sind hiernach nicht 
nur Punkte and Strahlen, sondern auch unendlich viele Punkt- 
reihen und Strahlenbüschel als Elemente enthalten; denn alle in 
einer Geraden des Feldes liegenden Punkte bilden zusammen eine 
Punktreihe, und alle durch einen Punkt gehenden Strahlen des 
Feldes einen Strahlenbüsche!. Mit Recht bezeichnen wir daher 
das ebene Feld als ein Grundgebilde von höherer Stufe als die 
einförmigen Grundgebilde. — Ferner nennen wir die Gesammtheit 
aller Strahlen und Ebenen, die durch einen Punkt im Räume 
(Mittelpunkt) denkbar sind, einen „Strahlenbündel." In demselben 
sind nicht nur Strahlen und Ebenen, sondern auch unendlich viele 
Strahlenbüschel und Ebenenbüschel als Elemente enthalten. Denn 
alle Ebenen des Bündels, welche sich in einer und derselben Axe 
schneiden, bilden einen Ebenenbüschel; und ebenso bilden alle 
Strahlen desselben, welche in einer und derselben Ebene liegen, 
einen Strahlenbüschel. Der Strahlenbündel ist also wirklich ein 
Grundgebilde von höherer Stufe, als die einförmigen Grnndgebilde, 
Der Name „Bändel", welcher eine Vielheit von höherer Stufe bezeich- 
nen soll, als der Name ,, Büschel", ist von v. Staudt gewiss' sehr 
passend gewählt; doch können wir das vorliegende Grundgebilde mit 
demselben Rechte einen ,', Ebenenbündel" wie einen „Strahlenbündel" 
nennen, weil es Ebenen sowohl wie Strahlen als Elemente enthält. 
Jenachdem die Punkte (^der die Geraden der Ebene mehr iü Be- 
tracht kommen, wird das ebene Feld als „Punktfeld" oder als 
„ Strahlen feld" bezeichnet. 

Es bedarf wohl kaum der Erwähnung, dass wir uns auch im 
ebenen 'Felde und im Strahlenbündel die Elemente, ans welchen 
sie bestehen, als starr mit einander verbunden denken, so dass 
z, B. im Bündel die gegenseitige Lage der darin enthaltenen 
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Strahlen, Ebenen und Büschel sich nicht äodert, wenn der Mittel- 
punkt, welcher der Träger des Bündels ist, bewegt wird. 

Wir dürfen ona vorstellen, dass ein Strahlen bündel ebenso 
viele Strahlen und Ebenen enthält, wie ein ebenes Feld Punkte 
und Strahlen, und sind deshalb durchaus berechtigt, beide Grund- 
gebilde als zu derselben, zweiten Stufe gehörig zu betrachten. 
Denn wir können uns den Strahlenbündel mittelst des ebenen Fel- 
des erzeugt denken, und lungekehrt. Projiciren wir nämlich ein 
ebenes Feld S aus einem nicht in ihm gelegenen Punkte S, so 
dass jeder Punkt P von 2 durch einen Strahl SF von S proji- 
cirt wird und jeder Strahl von S durch eine Ebene von S", so 
erhalten wir einen Strahlenbündel S, welcher ein „Schein" des 
Feldes S genannt wird, und von welchem das Feld ein „Schnitt" 
ist. Um Ihrer Vorstellung zu Hülfe zu kommen, will ich an- 
nehmen, ^ sei eine ebene, in bunten Farben prangende, unbegrenzte 
Landschaft, die sieh zu Ihren Füssen ausbreiten möge, und der 
ausserhalb gelegene Punkt S sei Ihr Auge. Jeder Punkt der Land- 
schaft sendet dann einen Lichtstrahl in Ihr Auge, jede Gerade der 
Landschaft eine Lichtebene. Und stellen Sie sich diese Strahlen 
und Ebenen als allseitig unbegrenzt vor, so erhalten Sie als Schein 
der ganzen Landschaft offenbar einen Strahl enhündel. Wir. können 
weiter schlieasen: Jede Punktreihe des ebenen Feldes wird aus S 
durch einen Strahlenbüsehel projicirt, jeder Strahlenbüseliel durch 
einen Ebenenbüschel, jede Curve durch eine conische Fläche des 
Bundeis; oder mit anderen Worten: Der Sehein einer Punktreihe, 
eines Strahlenbüschels oder einer Curve des ebenen Feldes ist resp. 
ein Strahlenbüschel, ein Ebenenbüschel oder eine conisehe Fläche 
des Strahlenbündels. Ebenso wird jede Strecke durch einen ebenen 
Winke! projicirt, jeder ebene Winke! durch einen Flächenwinkel etc. 
Betrachten wir umgekehrt den Strahleubündel als das Ursprüng- 
liche, denken wir uns etwa seineu Mittelpunkt als leuchtenden 
Punkt, der nach allen Seiten hin farbige Strahlen entsendet, so 
kann das Feld als Schnitt desselben angesehen werden. Dann wird 
jeder Strahl des Bündels in einem Punkte des Feldes geschnitten, 
jede Ebene in einer Geraden, jeder Strahlenbüsehel in einer Punkt- 
reihe und jeder Ebenenbüschel in einem Strahlenbüsehel. 

Endlich besteht auch noch ein Grundgebilde der dritten 
Stufe, nämlich das räumliche System, oder der unbegrenzte 
Raum mit allen in ihm enthaltenen Punkten, Geraden und Ebenen. 
Das räumliche System enthält auch unendlich viele Grundgebilde 



Hosted by 



Google 



16 Erster Tortrag. Die Grundgebilde. 

der ersten und zweiten Stufe als Elemente; denn jede Ebene des- 
selben ist der Träger eines Feldes, jeder Punkt der Mittelpunkt 
eines Strahlenbündels, jede Gerade der Tr^er einer Punktreihe 
und zugleich die Axe eines Ebenenbüschela. 

Jedem der sechs Grandgehilde, die ich Ihnen soeben erklart 
habe, entspricht nun eine besondere Geometrie. Sie werden mir 
gewiss gern zugestehen, dass es ebenso gut eine Geometrie des 
Strahlenbündels geben muss, wie eine Geometrie des ebenen Feldes. 
Denn zu jedem ebenen geometrischen Gebilde können wir ja ein 
Gebilde im Strahleubündel eonstrniren, indem wir das ebene Feld 
aus einem ausserhalb gelegenen Punkte projiciren. Und die Sätze, 
welche sieh von dem ebenen Gebilde aufstellen lassen, können dann 
in irgend einer Weise auf den Schein desselben im Sfcrahlenbündel 
übertragen werden. Wir werden Gelegenheit haben, von dieser 
Methode häufigen Gebrauch zu machen. — Schwieriger ist es schon 
einzusehen, dass es auch eine Geometrie der einförmigen Grund- 
gebilde, z. B. der Punktreihe oder der Punkte einer Geraden, geben 
müsse. Aber ich brauche Sie nur an den in der Einleitung an- 
geführten Satz von den vier harmonischen Punkten zu erinnern, 
um Sie auch hiervon zu überzeugen. Wie ich Ihnen dort als 
Thatsache anführte, ist durch drei Punkte einer Geraden die Lage 
des vierten harmonischen Punktes zum Voraus bestimmt. Ferner 
nenne ich Ihnen den Satz, dass unter vier Strahlen eines Büschels 
sich zwei paar getrennte Strahlen befinden, um zu beweisen, dass 
allerdings von einer Geometrie der einförmigen Grundgebilde ge- 
redet werden kann, auch ohne dass wir das Mass zu Hülfe nehmen. 

Die bisherigen Auseinandersetzungen machen es mir nun schon 
möglich, in kurzen Worten den Hauptinhalt der Geometrie der 
Lage anzudeuten. Dieselbe handelt nämlich von den sechs Grund- 
gebilden und ihren Beziehungen zn einander. 
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Zweiter Vortrag. 

Unendlicli ferne Elemente. Das Beziehen der Grund- 
gebilde auf einander. 



In der Geometrie der Alten werden zwei gerade Linien par- 
allel genannt, wenn sie in derselben Ebene liegen und keinen 
Punkt mit einander gemein haben. Ebenso keissen zwei Ebenen, 
oder eine Ebene und eine Gerade parallel, wenn kein Punkt der 
einen zugleich in der anderen liegt. Die neuere Geometrie faest 
den Parallelismus anders auf, und es soll meine nächste Aufgabe 
sein, Sie mit dieser abweichenden Auffassung, welche v. Stäudt 
die perspective genannt hat, vertraut zu machen. Wir werden 
geradesweges auf dieselbe geführt, wenn wir zwei Gmndgebilde aus 
einander ableiten, indem wir das eine als Schnitt oder Schein des 
anderen uus vorstellen. 

Wenn eine Gerade u (Fig. 6) mit einem Strahlenbüschel S 
in einer Ebene liegt, ohne durch den Mittelpunkt ( 




Fig. 6. 

gehen, so schneidet sie ihn in einer Pnnktreihe; näralicb jeder 
Strahl a, 6, c, . , , . von S wird in einem Punkte A, B, C, . . . . 
von M geschnitten. Beschreibt ein Strahl durch Drehung um S 
in irgend einem Sinne abc den Büschel S, so beschreibt gleich- 
zeitig seine Spur auf der Geraden u im Sinne ABC die Pnnkt- 
reihe M, indem dieser Schnittpunkt zuerst von A aus über Ji sieh 

Beyc, fleowe.lric der Lage. I. 3. Aufl. 2 
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immer weiter bia ins Uiieiiäliche entfernt, tmd hemacb yon der 
entgegengesetzten Seite her wieder aus unendlicher Entfernung 
zu seiner Anfangslage zurückkehrt. Nach der Airffassung der 
Alten achneidet der sich drehende Strahl in der einen besonderen 
Lage p die Gerade u nicht mehr, in welcher er zu u parallel ist, 
so dass wir dieser Ausnahme wegen nicht allgemein den Satz auf- 
stellen dürfen, dass jede Gerade, die mit u in einer Ebene liegt, 
einen Punkt mit u gemein hat. In der neueren Geometrie 
beseitigt man diese Ausnahme, indem man auch zwei parallelen 
Linien einen gemeinschaftlichen Punkt zuschreibt, nämlich einen 
„unendlich fernen" Punkt, 

Nach der perspectiven Ansicht hat übrigens jede Gerade u 
nur einen einzigen unendlich fernen Punkt, weil nach einem Axiome 
Euklid's durch. einen ausserhalb gegebenen Punkt S nur ein ein- 
ziger Parallelstrahl p zmu gezogen werden kann, und weil diesem 
Parallelstrahl mehr als ein mit u gemeinschaftlicher Punkt nicht 
wohl zuzuschreiben ist, da auch jeder andere Strahl des Büschels 
S nur einen Punkt mit u gemein hat. Diese Auffassung bietet 
der älteren Ansieht gegenüber den Vortheil, dass jetzt viele Sätze 
ganz allgemein ausgesprochen werden können, bgi denen sonst 
immer Ausnahmen anzuführen waren, und dass manche scheinbar 
verschiedenen Sätze sieh jetzt in einer einzigen Aussage zusam- 
menfassen lassen. Uebrigens werden Sie sich wohl schon in der 
analytischen Geometrie mit dieser Ansicht befreundet haben; auch 
dort pflegt man zwei in einer Ebene gelegene Gerade parallel zu 
nennen, wenn die Coordinaten ihres Schnittpunktes unendlich gross 
sind, der letztere also in unendlicher Entfernung liegt. 

Zu dem unendlich fernen Punkte einer Geraden gelangen wir, 
indem wir entweder nach der einen oder nach der andern Seite 
hin uns einen Punkt immer weiter auf der Geraden fortbewegt 
denken. Der unendlich ferne Punkt liegt also nach beiden Seiten 
bin auf der Geraden, oder sowohl nach der einen als auch nach 
der anderen Seite hin; und die Gerade erscheint als geschlossene 
Linie, deren beide Seiten durch den unendlich fernen Punkt zHi- 
sammenhängen. Zu diesem Schlüsse werden wir gezwungen, so- 
bald wir die vorhin begründete Auffassung zulassen, dass jede 
Gerade einen, und nur einen nnendUeh fernen Punkt besitze. Wir 
werden später sehen, dass in derselben Weise die beiden Zweige 
einer Hyperbel als im Unendlichen zusammenhängend zu betrach- 
ten sind. Auf ganz ähnliche Vorstellungen führt die Analysis, in- 
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dem sie an häufigen Beispielen zeigt, dass man nicht nur durch 
Null, sondern auch durch das Unendliche vom Positiven zum Ne- 
gativen übergehen kann. 

Weil wir somit in einer Geraden von einem Punkte za einem 
anderen gelangen können, indem wir den unendlich fernen Punkt 
überschreiten, so gilt jetzt der Satz : Unter vier Punkten einer 
Punktreihe sind nur zwei paar getrennte, ebenso wie es 
unter vier Elementen eines Büschels nur zwei paar getrennte giebt. 
Und wie ein Biisehel durch zwei seiner Elemente in zwei voll- 
kommene Winkel (Nebenwinkel) getheilt wird, so wird eine Punkt- 
reihe durch zwei ihrer Punkte in zwei Strecken getheilt, von denen 
jede die „Ergänzung" der arideren heisst. Eine dieser beiden 
Strecken enthält den unendlich fernen Punkt der Geraden, falls 
nicht dieser selbst einen der Grenzpunkte der Strecken bildet. Im 
letzteren Falle werden die beiden Strecken auch wohl Halbstrahlen 
genannt. 

Um den unendlich fernen Punkt einer Geraden von ihren in 
der Endlichkeit gelegenen Punkten zu unterscheiden, nennt man 
den ersteren wohl einen „uneigentlichen", und die letzteren „eigent- 
liche" Punkte. Ebenso dürfte die soeben vorgetragene neuere Auf- 
fassung des Parallelismus als eine uneigentliche zu bezeichnen sein. 
Die sämmtlichen Parallelen, welche sich in einer Ebene nach irgend 
einer Richtung ziehen lassen, haben nur einen unendlich fernen 
oder uneigentliehen Punkt mit einander gemein, nämlich denjenigen, 
welchen irgend eine von ihnen mit allen übrigen gemein hat. Die 
Parallelen können daher auch als ein Büschel aufgefasst werden, 
dessen Mittelpunkt ein unendlich femer Punkt der Ebene ist, und 
den wir künftig einen Parallelstrahlenbüschel nennen wollen, wenn 
eine Unterscheidung von anderen Strahlenbüscheln wünsch enswerth 
ist. Ebenso ist unter einem Parallelstrahlenbündel die Gesammt- 
heit aller im Räume möglichen parallelen Strahlen von bestimm- 
ter Richtung nebst allen durch sie gehenden Ebenen zu verstehen. 
— Ich mache Sie noch darauf aufmerksam, dass die Aussagen: 
„Parallele Gerade haben gleiche Richtung" und „sie enthalten 
denselben unendlich fernen Punkt" ganz das Nämliche bedeuten. 
Durch jede Richtung wird ein unendlich femer Punkt bestimmt, 
und umgekehrt durch jeden uneigentlichen Punkt im Räume eine 
Richtung; wie denn auch durch jede eigentliche Gerade eine Rich- 
tung und ein unendlich femer Punkt bestimmt wird, nämlich der 
auf ihr enthaltene. 
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Von allen unendlich fernen Punkten einer Ebene wird an- 
genommeu, dass sie in einer unendlich fernen oder „uneigent- 
lichen" Linie liegen. Diese Linie muss als eine Gerade angesehen 
werden, weil sie von jeder eigentlichen Geraden der Ebene in nur 
einem Punkte, dem unendlich fernen Punkte der Geraden, ge- 
schnitten wird; denn krumme Linien können mit einer Geraden 
mehr als einen Punkt gemein haben. Ein anderer Grund für diese 
Ansicht ist der Umstand, dass nach der perspeetiren Auffassung 
zwei parallele Ebenen ihre sämmtlichen unendKeh fernen Punkte 
mit einander gemein haben müssen. Werden sie nämlich von 
ij^end einer dritten Ebene in zwei eigentlichen Geraden geschnit- 
ten, so können diese sich in keinem eigentlichen Punkte schneiden ; 
sie sind also, da aie in einer Ebene liegen, parallel und haben 
folglich einen unendlich fernen Punkt beider Ebenen mit einander 
gemein. Auf diese Art wird bewiesen, dass jeder unendlich ferne 
Punkt . der einen Ebene auch in der anderen liegt. Weil aber 
überhaupt je zwei sich schneidende Ebenen immer nur eine einzige 
Gerade mit einander gemein haben, so schreibt man auch zwei 
parallelen Ebenen nur eine einzige gemeinschaftliche Gerade zu. 

Wie von parallelen Geraden gesagt wird, sie haben dieselbe 
Richtung, so sagt man auch wohl Ton parallelen Ebenen, sie 
haben dieselbe Stellnng; gleichwie also in jeder Richtung ein 
unendlich ferner Punkt liegt, so liegt in jeder Stellung eine un- 
endlich ferne Gerade. Alle parallelen Ebenen, die im Kaume in 
irgend einer Stellung denkbar sind, gehen durch eine und dieselbe 
unendlich ferne Gerade, nämlich durch diejenige, in welcher irgend 
eine dieser Ebenen von allen übrigen geschnitten wird. Parallele 
Ebenen können deshalb als ein Ebenenböschel aafgefasst werden, 
dessen Axe eine unendhch ferne Gerade ist; derselbe wird ein 
Parallel-Ebenenbüschei genannt. 

Von den unendlich fernen Punkten und Linien des Raumes 
wird angenommen, dass sie in einer unendlich fernen oder un- 
eigentlichen Fläche liegen; diese Fläche muss als eine Ebene be- 
trachtet werden, weil sie Yon jeder eigentlichen Geraden in nur 
einem Punkte und von jeder eigentlichen Ebene in einer Geraden 
geschnitten wird. Die unendlich ferne oder „un eigentliche" Ebene 
ist allen Parallelstrahlenbündeln nnd allen Parallelebenenbüscheln 
gemeinschaftlich, weil sie durch die Mittelpunkte der ersteren und 
die Axen der letzteren geht. Ebenso ist in jeder Ebene die un- 
endlich ferne Gerade ein gemeinschaftiicher Strahl aller in dieser 
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Ebene gelegenen Parallelatrahlenbüscliel, weil sie durch die Mittel- 
punkte derselben geht. Der unendlich fernen Geraden einer Ebene 
kann deshalb keine bestimmte Eicbtung beigelegt werden, sondern 
sie enthält die Bicbtung (den unendlich fernen Piinkt) jeder Ge- 
raden der Ebene. 

Änf die unendlich fernen oder un eigentlichen Elemente wird 
noch einiges Licht geworfen durch die Beziehungen, welche sich 
zwischen den Grundgebilden aufetellen lassen. Zwei Gebilde heissen 
nämlich auf einander „bezogen", wenn jedem Element des einen 
ein Element des anderen zugewiesen ist. Zwei so zu einander gehörige 
Elemente der Gebilde heissen „einander entsprechende" oder „homo- 
loge" Elemente, Wenn zwei Grundgebilde auf ein drittes 
bezogen sind, so sind sie auch auf eiuauder bezogen. 
Denn jedem Elemente des dritten entspricht je ein Element der 
beiden anderen Grundgebilde, und diese beiden Elemente sind da- 
dnrch auch einander zugewiesen. 

Ära einfachsten uud anschaulichsten bezieht man zwei un- 
gleichartige Grundgebilde dadurch auf einander, dass mau das 
eine als Schnitt oder Schein des anderen auffasst. Liegt z. B. 
(Fig. 6) ein Strahlenbüschel S mit einer nicht durch seinen Mit- 
telpunkt gehenden Punktreihe m in einer Ebene, so können wir 
jedem Strahle des Büschels den auf ihm gelegenen Punkt der 
Punktreibe zuweisen. Dem Parallel strahl p von S entspricht dann 
der unendlich ferne Punkt von u. Wird ein ebenes Feld 2 als 
Schnitt eines Strahleubündels S betrachtet, dessen Mittelpunkt 
ausserhalb S liegt, so sind S und S in der Art auf einander be- 
zogen, dass jedem Punkte von S der durch ihn gehende Strahl 
von S entspricht, und jeder Geraden von 2 die durch sie gehende 
Ebene von S. Der zu 2 parallelen Ebene von S entspricht da- 
her die unendlich ferne Gerade von 2 ; und jedem in dieser Ebene 
gelegenen Strahle von S ist sein iu _S liegender unendlich ferner 
Punkt zugewiesen. Jedem Ebenenbüschel von S entspricht der 
Strahlenbüscbel, in welchem er von 2 geschnitten wird; letzterer 
ist eiu Parallelstrahlenbüschel, wenn die Äxe des Ebenen- 
büschels zu 2 parallel läuft. Ist S ein Parallelstrahlenbündel, 
liegt also sein Mittelpunkt unendlich fern, so entspricht jedem 
eigeui>lichen Punkte von 2 ein eigentlicher Strahl von S, und 
jedem uneigentlichen Elemente ein un eigentliches Element. Ist 2 
die unendlich ferne Ebene nnd S ein eigentlicher Punkt, so ent- 
spricht jedem Strahle von S sein unendlich ferner Punkt, jeder 
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Ebene ihre uileiidlicli ferne Gerade, jedem Strahl enbiiaehel eine 
nnendlieh ferne Punktreihe, nnd jedem Ebenenbüschel ein nnend- 
lieb ferner Strablenbüschel. 

Zwei gleichartige Gtrundgebilde können am einfachsten da- 
durch auf einander bezogen werden, dass man sie als Schnitte 
oder Scheine eines und desselben dritten Grundgebildes betrachtet. 
So [entsprechen einander in zwei Strahlenbüacheln oder Punkt- 
reihen, welche Schnitte 
eines und desselben Ebenen- 
büsehels sind, je zwei solche 
Strahlen resp. Punkte, wel- 
che in derselben Ebene des 
Ebenenbiischels liegen. An- 
derseits können zwei Strah- 
lenbüschel S und S^ (Fig. 7) 
auch so auf einander mit 
Leichtigkeit bezogen, wer- 
den, dass die Scheine einer 
und derselben Punktreihe 
usind; sodass je zwei Strah- 
len a und «1 , b und 6j , c und 
c,, . . . . derselben einan- 
der entsprechen, welche in 
einem Punkte der Reihe 





sich schneiden. Werden zwei in einer Ebene liegende Punkt- 
reiben M und Mj (Fig. 8) als Schnitte eines Strahlenbüschels 
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S betrachtet, so ist beachtenswerth , dass dem nnendlicli fernen 
Punkte P oder Qj der einen im Allgemeinen ein eigentlicher Pnnkt 
Pj resp. Q der anderen Reihe entspricht. 

Zwei ebene Felder sind auf einander bezogen, wenn sie Schnitte 
eines und desselben Strahlenbüudels sind. Eine ausgedehnte ebene 
Landschaft z. ß. und das perspective Bild derselben, welches wir 
erhalten, wenn wir den durch unser Auge gehenden Schein der Land- 
schaft durch irgend eine Ebene, eine verticale etwa, schneiden, 
sind so auf einander bezogen, dass je zwei Punkte der Landschaft 
und des Bildes einander entsprechen, wenn sie auf demselben Strahl 
des durch das Aage gehenden Bündels liegen, also sieh mit dem 
Äuge in einer Geraden befinden. Jeder Geraden der Landschaft 
entspricht eine Gerade des Bildes, und beide Geraden liegen mit 
dem Äuge in einer Ebene. Der unendlich fernen Geraden der 
Landschaft (dem Horizont) entspricht im Allgemeinen eine eigent- 
liche Gerade des Bildes, und hierin Hegt wieder ein Grund, die 
unendlich ferne Linie einer Ebene als eine gerade Linie aufzu- 
fassen. Von zwei in der angegebenen Weise auf einander be- 
zogenen Feldern sagt man wohl auch, das eine sei eine „Protec- 
tion" des anderen, und der Mittelpunkt lies Bündels, welcher von 
beiden Feldern zugleich ein Schein ist, heisst dann das „Projec- 
tions-Centram". Liegt dieser Mittelpunkt unendlicli fern, ist also 
der Bündel ein Parallelstrahlenbündel, so geht diese Art der Pro- 
tection über in die gewöhnliche Parallelprojection der darstellen- 
den Geometrie. 

Zwei StraJalenbündel können dadurch auf einander bezogen 
werden, dass man sie als Scheine eines und desselben ebenen Fel- 
des anffasst. Jeder Strahl des einen Bündels schneidet dann den 
entsprechenden Strahl des anderen in einem Punkte des Feldes; 
ebenso haben je zwei homologe Ebenen der Bündel eine Gerade 
des Feldes zur Schnittlinie. Die Scheine einer ebenen Landschaft 
aus zwei verschiedenen Punkten sind solche Bündel. 

Die nähere Erörterung dieses Beziebens von zwei Grandge- 
bilden auf einander muss ich vorläufig Ihrer eigenen Forschung 
überlassen; icb bemerke nur noch, dass die Grundgebilde noch in 
viel mannigfaltigerer Weise auf einander bezogen werden können. 
So z. B. können zwei ebene Felder auch dadurch auf einander be- 
zogen werden, dass man sie auf ein nud dasselbe dritte Feld be- 
zieht. Um bei einem wiederholt gebrauchten Beispiele zu bleiben, 
so mögen Sie sich aus zwei verschiedenen Projectionscentren per- 
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specfcive Bilder von einer Landschaft constrairt denken. Zwei solche 
Bilder oder ebene Felder sind dann auch auf einander bezogen, 
weil jedes anf die Landschaft bezogen ist; und zwar ent- 
sprechen zwei Punkte derselben einander, wenn sie von dem- 
selben Punkte der Landschaft die Projectionen sind. Einer Ge- 
raden des einen Bildes wird dann stets wieder eine Gerade des 
anderen entsprechen. Solehe ebene Felder haben aber im Allge- 
meinen nicht mehr die besondere Lage gegen einander, welche 
vorhin erörtert wurde, dass nämlich je zwei einander entsprechende 
Gerade in einer Ebene Hegen, und die Verbindungslinien von je 
zwei homologen Punkten sich alle in einem bestimmten Punkte 
schneiden. Wir werden die gegenseitigen Beziehungen von zwei 
so auf einander bezogenen Feldern später noch genauer zu unter- 
suchen haben. Uebrigens können zwei Felder auch derartig auf 
einander bezogen werden, dass jeder Geraden des einen eine Curve 
im anderen entspricht, oder so, dass jedem Punkt des einen Feldes 
eine Gerade des anderen und umgekehrt jeder Geraden des ersteren 
ein Punkt des letzteren entspricht. Vor der Hand überlasse ich es 
Ihrer Einbildungskraft, sieh hier die mannigfaltigsten Beziehungen 
der Grundgebilde unter einander auszudenken. 



Dritter Vortrag. 

Das Princip der Reciprocität oder Dualität. Einfache 
und vollständige «ecke, wseite, «kante u. s. w. 



Bevor ich die Beziehungen weiter entwickele, welche sich 
zwischen den Grundgebilden der neueren Geometrie aufstellen 
lassen, muss ich auf ein geometrisches Princip aufmerksam machen, 
welches in meinen Vorträgen eine wichtige Stelle einnehmen wird. 
Denn dasselbe erleichtert das Studium der Geometrie der Lage 
ausserordentlich dadurch, dass es den umfangreichen Stoff derselben 
in zwei grosse Gruppen theilt und diese einander gegenüberstellt, 
so dass von diesen Gruppen die eine sich sofort aus der anderen 
ergiebt. Dieses ,, Princip der Reciprocität oder Dualität" wurde 
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iß elementarer Weise zuerst von Gergonne*) begründet, nachdem 
schon vorher Poneelet**) mittelst der Polarentheorie nachgewiesen 
hatte, däss zu jedem Raunigebilde ein ihm dual gegeuüherstehen- 
dea construirt werden kann. 

Obwohl das Dualitätsprineip in der Geometrie des Masses nicht 
recht zur Geltung gebracht werden kann, so giebt es darin doch 
manche Sätze, die geradezu auf dasselbe hinweisen, und an die 
ich nur zn erinnern brauche, um Ihnen dieses Princip zum Bewuast- 
sein zu bringen. Im Räume nämlich stehen der Punkt uud die 
Ebene einander als „reeiproke Elemente" gegenüber, so dass jeder 
Satz der Geometrie der Lage seine Ergänzung in einem anderen 
findet, den mau aus dem ersteren ableitet, indem man die Aus- 
drücke Punkt und Ebene und daher auch Punktreihe und Ebenen- 
büschel, Strecke und Flächenwinkel etc. mit einander vertauscht. 
Gewöhnlich werden zwei solche „reeiproke" Sätze wie die beiden 
Seiten eines Satzes neben einander gestellt; z. B.: 



Zwei Punkte A und B bestim- 
men eine Gerade AB, nämlich 
ihre Verbindungslinie. 

Eine Gerade a und ein nicht 
auf derselben liegender Punkt B 
bestimmen eine Ebene «£, welche 
durch beide geht. 

Drei Punkte A,B,C, die nicht 
in einer Geraden liegen, be- 
stimmen eine Ebene ABC (die 
Verbindungsebene). 

Zwei Gerade a und &, die einen 
Punkt gemein haben, liegen in 
einer Ebene ab. 



Zwei Ebenen a und ß bestim- 
men eine Gerade aß, nämlich 
ihre Schnittlinie. 

Eine Gerade a und eine nicht 
durch dieselbe gehende Ebene ß 
bestimmen einen Punkt aß, wel- 
cher auf beiden liegt. 

Drei Ebenen a, ß, y, die nicht 
durch eine Gerade gehen, be- 
stimmen einen Punkt «ßy (den 
Schnittpunkt). 

Zwei Gerade a und 6, die in 
einer Ebene liegen, haben einen 
Pnnkt ah geraein. 



Sie werden, beiläufig gesagt, schon bei diesen wenigen Sätzen 
bemerken, wie zweckmässig die Einführung der unendlich fernen 
.oder uneigentlichen Elemente in die Geometrie sich erweist. Ohne 
sie hätten wir alle diese Sätze nicht allgemein aussprechen können, 
sondern noch specielle Fälle derselben als Ausnahmen besonders 
hervorheben müssen. Der erste Satz rechts z, B. würde gelautet 
haben: ,,Zwei Ebenen a ond ß, bestimmen entweder eine Gerade 



*) Gergonne, Annaies de Miith^atiquea T. XVI, 1828. 
**) Poneelet, Traite des propritSf^a projectives des figures, Paris 1822, 
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aß, oder sie sind parallel"; während nacb der neueren Äuffas- 
sungsweise auch im letzteren Falle eine Gerade bestimmt wird, 
nämlich die unendlich ferne Gerade der Ebenen. Ebenso hätten 
wir bei dem ersten Satz links mehrere Fälle nnterseheiden müssen, 
jenaehdem beide gegebene Punkte Ä und B eigentUehe Punkte 
sind oder nicht.' Wir hätten ihn demnach so aussprechen müssen: 
„Durch zwei (eigentliche) Punkte, oder durch einen Punkt und 
eine Eichtung ist eine Gerade bestimmt"; während nach der 
perspectiven Ansicht der letztere Fall dem ersteren einfach da- 
durch untergeordnet ist, dass unter den gegebenen Punkten auch 
unendlich ferne zugelassen werden. Aehnliche Bemerkungen wer- 
den Sie selbst leicht an jeden der übrigen Sätze knüpfen können. 
Der Kürze halber nennt man ,,incident" zwei Gerade, wenn 
sie sich schneiden, eine Gerade oder Ebene und einen Punkt, wenn 
dieser in jener liegt, endlich einen Strahl oder Punkt nnd eine 
Ebene, wenn letztere durch ersteren geht. Nicht incidente Gerade 
heissen windschief. Die obigen Sätze nun führen zu folgenden 
Aufgaben (ersten Grades), die wir künftig als immer ausführbar 
betrachten werden: 



Durch zwei Punkte eine Ge- 
rade zu legen, 

Durch eine Gerade und einen 
nicht mit ihr incidenten Punkt 
eine Ebene zu legen. 

Durch drei Punkte eine Ebene 
zu legen. 

Durch zwei incidente Gerade 
eine Ebene zu legen. 



Die Schnittlinie von zwei Ebe- 
nen zu finden. 

Von einer Geraden und einer 
nicht mit ihr incidenten Ebene 
den Schnittpunkt zu finden. 

Von drei Ebenen den Schnitt- 
punkt zu finden. 

Von zwei incidenten Geraden 
den Schnittpunkt zu finden. 
Zur Uebung will ich noch einige oft benutzte Doppelsätze an- 
führen. Ich rathe Ihnen sehr an, zu der einen Hälfte jedes dieser 
Doppelsätze die andere reeiproke Hälfte selbst abzt 



Sind vier Punkte A, B, C, D 
gegeben und schneiden sich die 
Verbindungslinien AB und CD, 
so liegen die Punkte in einer und 
derselben Ebene, so dass auch 
ÄC und BD, sowie ÄD und BC 
sich schneiden müssen. 



Sind vier Ebenen a, ß, y, 8 ge- 
geben und schneiden sich die 
Schnittlinien aß und yS, so ge- 
hen die Ebenen durch einen und 
denselben Punkt, so dass auch 
ay und ßS, sowie aS und ßy 
sich schneiden müssen. 
Wenn von beliebig vielen Geraden je zwei sich schneiden, 
aber nicht alle 
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durch einen Punkt gehen, so | in einer Ebene liegen, so gehen 
liegen alle in einer Ebene. [ alle durch einen Punkt. 

Häufig steht ein Satz sich selbst reciprok gegenüber, wenn 
Punkt nni3 Ebene in symmetrischer Weise in ihm vorkommeu; 
7,. B. die Aufgabe: In einer Ebene durch einen in ihr gegebenen 
Punkt eine Gerade zu ziehen, welche eine ausserhalb beider ge- 
gebene Gerade sehneidet. Hier stehen zwei Auflösungen einander 
reciprok gegenüber: 



Entweder verbinde man den 
Schnittpunkt der Geraden und 
der Ebene mit dem gegebenen 
Punkte; 



oder man lege durch die Gerade 
und den gegebenen Punkt eine 
Ebene und suche deren Schnitt- 
linie mit der gegebenen 1 



Auf diese Aufgabe lassen sieh die folgenden leicht zurück- 
führen: 



In einer gegebenen Ebene eine 
Gerade zu ziehen, welche zwei 
gegebene Gerade, die mit der 
Ebene nicht einen und denselben 
Punkt gemein haben, schneidet. 
Man bestimme den Schnittpunkt 
der gegebenen Ebene mit einer 
der gegebenen Geraden, 



Durch einen gegebenen Punkt 
eine Gerade zu ziehen, welche 
zwei gegebene Gerade, die mit 
dem Punkte nicht in einer Ebene 
liegen, sehneidet. Man lege näm- 
lich durch den gegebenen Punkt 
und eine der gegebenen Geraden 
eine Ebene, 
so ist die Aufgabe auf die Yorhergehende zurückgeführt. 

Die Aufgabe: „Eine Gerade zu ziehen, welche drei gegebene 
schneidet", steht wieder, sich seihst gegenüber. Entweder kann 
man in der einen Geraden einen Punkt annehmen, oder durch die- 
selbe eine Ebene legen, und sodann nach den Angaben der TOr- 
hergehenden Doppelaufgabe eine Gerade suchen, welche durch 
diesen Punkt geht, oder aber in dieser Ebene liegt, und die beiden 
anderen gegebenen Geraden sehneidet. 

Auch die Grundgebilde können einander als reciproke Ge- 
bilde gegenübergestellt werden, z. B. das ebene Feld und der 
Strahlenbündel schon deshalb, weil ihre Träger, nämlich die Ebene 
und der Punkt, einander reciprok sind. Es stehen sodann ein- 
ander gegenüber: 



im ebenen Felde: 
der Punkt; die Punktreihe; der 
Strahl als Verbindungslinie von 
Punkten ; der Strahlenbüschel etc. 



und im Strahlenbündel: 
die Ebene; der Ebenenbüschel; 
der Strahl als Schnittlinie von 
Ebenen; der Strahlenbüschel etc. 



Ihnen wird hier wie bei manchen früheren Sätzen die Be- 
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merkung sich aufdrängen, dass im Räume die Gerade (oder der 
Strahl) sieh selbst gegenübersteht. Wirklich nimmt die Gerade eine 
Zwischenstellnng ein zwischen den reciproken Elementen Punkt 
und Ebene. Als Beispiel eines Doppelsatzes, in welchem das ebene 
Feld und der Strahtenbündel als reciproke Gebilde einander gegen- 
überstehen, diene der folgende; 



Werden zwei Bündel dadurch 
auf einander bezogen, dass man 
sie als Scheine eines nnd des- 
selbenFeldes betrachtet, so gehen 
je zwei einander entsprechende 
Elemente (Strahlen oder Ebenen) 
der Bündel durch ein und das- 
selbe Element (Punkt oder Ge- 
rade) des Feldes. Der gemein- 
schaftliche Strahl der Bündel, 
welcher ihre Mittelpunkte ver- 
bindet, fällt mit seinem ent- 
sprechenden zusammen und ent- 
spricht sich selbst; dasselbe gilt 
von jeder durch diesen Strahl 
gehenden Ebene. Die beiden 
Bündel haben also einen Ebe- 
nenbäschel „entsprechend ge- 
mein". 

Wenn nämlich zwei Gebilde auf einander bezogen sind und 
ein Element des einen mit dem ihm entsprechenden Elemente des 
anderen zusammenfällt, d. h. identisch ist, so sagt man, „die bei- 
den Gebilde haben dieses Element (Doppelelement) entsprechend 
gemein". 

Wie im Räume der Punkt und die Ebeue, so stehen einander 
in der Ebene der Punkt und die Gerade, daher auch die Punkt- 
reihe und der Strahlenbüschel, die Strecke und der Winkel etc. 
als reciproke Gebilde gegenüber; ebenso im Strahlenbändel der 
Strahl und die Ebene , der Strahlenbüschel und der Ebenen- 
büschel etc. Z. B.: 



Werden zwei Felder dadurch 
auf einander bezogen, dass man 
sie als Schnitte eines und des- 
selben Bündels betrachtet, so 
liegen je zwei einander ent- 
sprechende Elemente (Punkte 
oder Gerade) der Felder auf 
einem und demselben Elemente 
(Strahl oder Ebene) des Bün- 
dels. Die Schnittlinie der bei- 
den Ebenen fällt mit ihrer ent- 
sprechenden Geraden zusammen 
und entspricht sich selbst; das- 
selbe gilt von jedem in dieser 
Geraden befindlichen Punkte. 
Die beiden ebenen Felder haben 
also eine Punktreihe „entspre- 
chend 



ttj) Je 

bestimmen ei 

Oj) Je zwei 



Punkte einer Ebene 
ne Gerade. 
Strahlen eines Bün- 



ilels bestimmen eine Ebene. 



a^) Je zwei 
bestimmen 
a^) Je zwei 



Gerade einer Ebene 
neu Punkt. 
Ebenen eines Bün- 



j bestimmen einen Strahl. 
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Eine ebene Curve bann aufgefasst werden: 
ßi) als Inbegriff aller auf ilir 1 ßg) als Inbegriff aller sie ein- 
liegenden Punkte; 1 hüllenden Geraden (Tarn 
(Fig. 9). 




Und zwar werden Sie finden, dass in der neueren Geometrie die 
letztere Auffassung ebenso häufig in Anwendung gebracht wird, 
wie die erstere. Ebenso bann eine conische Fläche (im Strahlen- 
bündel) aufgefasst werden: 

ßs) als Inbegriff aller in ihr 1 ß^) als Inbegriff aller sie ein- 
liegenden Strahlen; hüllenden Ebenen (Berührungs- 
I ebenen). 



Von vier solchen zusammengehörigen Sätzen können immer 
die beiden auf den Strahlenbündel bezüglichen dadurch aus den 
beiden übrigen, welche in die Geometrie d« Ebene gehören, ab- 
geleitet werden, dass man das ebene Feld aus irgend einem -Mit- 
telpunkte durch einen Strahlenbündel projicirt. In der Regel 
werde ich deshalb künftig nur die beiden planimetrischen Sätze 
anführen, und es Ihnen überlassen, die übrigen beiden selbst auf- 
zusuchen. Im Räume, wo Punkt und Ebene einander reciprok 
sind, stehen der erste und letzte (wie «j und a^), sowie der 
zweite und dritte (wie Oj und 1X3) von je vier solchen Sätzen 
einander als reciproke Sätze gegenüber. 

Das Princip der Reciprocität wird Ihnen im Laufe unserer 
Untersuchungen noch immer klarer und geläufiger werden; doch 
kann ich erst nach einer Reihe von Entwickelungeu über die ein- 
förmigen Grnndgebilde den Beweis führen, dass es in der Geo- 
metrie der Lage allgemeine Geltung hat, oder dass wirklich jedem 
Satze derselben ein reciproker Satz entspricht. Bis dahin werde 
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ieb meine Vorträge so einrichten, dasa reciproke Sätze einander 
gehörig gegenübergestellt werden, und ihren Beweis werde ich so 
führen, daes der Dnalismus deutlich hervortritt. Doch ist zu dem 
Ende nothwendig, dass ich Ihnen noch einige reciproke Begriffe 
vorher entwickele, und namentlich auch einige derjenigen geo- 
metrischen Begriffe modificire, die Sie aus der Geometrie des 
Masses mit herübergebracht haben in die neuere Geometrie. 

Ich meine hier besonders den Begriff des Keeka. In der 
neueren Geometrie verstehen wir unter einem „einfachen ebenen 
weck" in der Regel nicht ein Stück der Ebene, welches von n 
sich sehneidenden Geraden allseitig begrenzt wird, sondern eine 
Gruppe von «Punkten einer Ebene und den «Geraden 
oder Seiten, deren jede zwei aufeinanderfolgende Punkte 
(Eckpunkte) verbindet. Diese Punkte denken wir uns dabei 
in bestimmter Reihenfolge, und nehmen an, daes von ihnen keine 
drei aufeinanderfolgende in gerader Linie liegen. 

Das einfache «eck kann auch ,, einfaches wseit" genannt wer- 
den; nämlich ein einfaches «seit ist eine Gruppe von «Geraden 
der Ebene (Seiten) und den «Punkten, in deneu je zwei aufein- 
anderfolgende sich schneiden, «eck und nseit sind reciproke Be- 
griffe; den Verbindungslinien von je zwei nicht aufeinanderfolgen- 
den Eckpunkten (d. h. den Diagonalen) eines einfachen necks 
stehen im einfachen «seit die Schnittpunkte von je zwei nicht 
aufeinanderfolgenden Seiten gegenüber. In der Geometrie des 
Masses, wo unter einem »eck ein Stück der Ebene verstanden 
wird, schliesst man verschlungene wecke, wie das Fünfeck ABGDE 
(Fig. 10) oder das Sechseck ABCDEF {^^. 11) in der Regel 




aus. Die «ecke und «seite der neueren Geometrie geben zu einer 
solchen Unterscheidung um so weniger Anlass, als man sich ihre 



Hosted by 



Google 



ind vollfitändige «ecte, nseitc x 



u 



Seiten als unbegrenzt vorzustellen hat. Dagegen kann man auch 
hier von den 2« Elementen (Eckpunkten und Seiten) eines einfachen 
weeks oder «seitsje zwei solche „einander gegenüberliegend" nennen, 
welche in dem einen wie im anderen Sinne durch die halbe An- 
zahl der übrigen Elemente von einander getrennt sind, also all- 
gemein das m^ und das « -f- «i*^ der aufeinanderfolgenden Ele- 
mente. So z. B. Hegen im Fünfeck ÄBCDE (Fig. 10) je ein 
Eckpunkt und eine Seite einander gegenüber, nämlieh Ä und CD, 
Bund J}E, G-a-adiEÄ etc.; im Sechseck oder Seehsseit ^BCi>£F 
(Fig. 11) liegen dagegen je zwei Eckpunkte und je zwei Seiten 
einander gegenüber, nämlich A und D, AB und I)E, B und E, 
BC und EF, u. a. w. 

Ausser den einfachen kennt die neuere Geometrie auch noch 
„vollständige Mecke und Mseite", und gerade an diesen (Gebilden 
lässt sich wiederum das Reciprocitätsgeaetz deutlich erkennen. Wir 
nennen nämlich: 



Vollständiges ebenes 
Meek: eineGruppe von «Punkten 
der Ebene mit ihren sämmtlichen 
Verbindungslinien (Seiten), oder 
was dasselbe ist, ein einfaches 
weck mit seinen sämmtlichen 
Dit^onalen. 

Hierbei wird angenommen, 



Vollständiges ebenes 
nseit; eineGruppe von «Geraden 
der Ebene mit ihren sämmtlichen 
Schnittpunkten (Eckpunkten), 
oder was dasselbe ist, ein ein- 
faches wseit mit den sämmtlichen 
Schnittpunkten seiner Seiten, 
dass im «eck keine drei Eck- 



punkte auf einer Geraden liegen und im «seit keine drei Seiten 
durch einen Punkt gehei 



In jedem Eckpunkte schneiden 
sichw — 1 Seiten des vollständigen 
«ecks; dieselben gehen durch 
die übrigen n — 1 Eckpunkte. 



Somit ist 



^J^ 



-11 



die Anzahl 



Auf jeder Seite liegen n— i 
Eckpunkte des vollständigen 
«Seite ; durch dieselben gehen 
die übrigen n — 1 Seiten. 8o- 
die Anzahl aller 
vollständigen 



lil 



mit ist - 

Eckpunkte des 
nseits. 



aller Seiten des vollständigen 
«ecks. 

Sie erkennen leicht, dass im vollständigen weck und «seit 
mehrere einfache »ecke und «seite enthalten sind, sobald «^3 
ist. Z. B.: 

Ein vollständiges Viereck | Bin vollständiges Vierseit ahed 
^5Ci)(Fig. 12) hat sechs Seiten. ] (Fig. 13) hat sechs Eckpunkte. 
JezweidieserSeiten, welche nicht | Je zwei derselben, welche nicht 
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I)ritter Vortrag. VoUatändige «ecke, m seile u 



durch einen und denselben Eck- 
punkt gehen, wie AB und CD, 
oder AC auA BD, oder endlich 
AD und BC, sollen 



auf einer und derselben Seite 
liegen, wie ab und cd, oder ac 
und bd, oder endlieh ad und bc, 
sollen ,,Gesenpnnkte" des Yier- 




seiten" des Vierecks heisaen, so- 
dass drei paar Gegenseiten vor- 
handen sind. Auch enthält das 
vollständige Viereck drei ein- 
fache Vierecke ABCD, AG DB 
und ADBC, deren Seiten aus 
je zwei paar Gegenseiten von 
jenem bestehen. 

Die Gebilde im Strahlenbündel, welche diesen ebenen Gebil- 
den entsprechen, ergeben sich am leichtesten durch Projiciren der 
i einem ausserhalb der Ebene gelegenen Pnukte. Jedes 
le weck, wird durch ein „wkant" und jedes ebene »seit durch 
„Mseit im Strahlenbündel" projieirt. Hiernach ist: 



drei paar Ge- 
genpunkte vorhanden sind, Ancb 
enthält das vollständige Vierseit 
drei einfache Vierseite abcd, acdh 
und adbc, deren Eckpunkte aus 
je zwei paar Gegenpuukten von 
jenem 1 



Ein vollständiges »kant: 
eine Gruppe von « Strahlen eines 
Bündels mit ihren sämmthchen 
Verbindungsebenen (Seiten), wo- 
bei angenommen wird, dass keine 
drei der «Strahlen oder „Kan- 
ten" in einer Ebene liegen. 



EinvoUständiges «seit im 
Strahlenbündel: eine Gruppe 
von «Ebenen des letzteren mit 
ihren sämmtlichen Schnittlinien 
(Kanten), wobei angenommen 
wird, dass keine drei der «Ebe- 
nen oder „Seiten" durch eine 
und dieselbe Gerade gehen. 
Es vrird Ihnen ein Leichtes sein, die ,, einfachen" «kante und 
wseite im Strahlenbündel hiernach zu definiren, sowie zu den 
Eigenschaften der ebenen Gebilde analoge Eigenschaften der Ge- 
bilde im Strahlenbändel aufzufinden. Ich schliesae diese Reihe von 
Definitionen mit der Erklärung der analogen räumlichen Gebilde, 
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Vierier Vortrag. Beziehen von »ecken, «selten et«, auf einander. 33 



Ein vollständiges räum- 
liches weck besteht aus «Punk- 
ten (Eckpunkten), von welchen 
keine vier in einer Ebene liegen, 
den Geraden (Kanten), von denen 
jede zwei, und den Ebenen 
(Flächen), von denen jede drei 
der «Punkte verbindet. 



Ein vollständiges »flach 
besteht aus m Ebenen (Flächen), 
von welchen keine vier durch 
einen Punkt gehen, den Gera- 
den (Kanten), in denen je zwei, 
und den Punkten (Eckpunkten), 
in denen je drei der «Ebenen 
sich schneiden. 



Ich überlasse es Ihrer eigenen Forschung, die Anzahl der 
Kanten nnd Flächen eines räumliehen «eeks, sowie der Kanten 
und Eckpunkte eines «flachs zu bestimmen. Ich bemerke nur noch, 
dass im Räume das Viereck nnd das Vierflach (oder Tetraeder) 
nicht von einauder verschieden sind, ebenso wenig wie in der 
Ebene das Dreieck und das Dreiseit. Dass gleichwohl auch bei 
dem Tetraeder das ßeciprocität^esetz sich geltend macht, zeigt u. Ä. 
der Doppelsatz: 



Die vier Eckpunkte und sechs 
Kanten eines Tetraeders werden 
aus jedem Punkte, welcher in 
keiner seiner Flächen liegt, durch 
die vier Kanten und sechs Seiten 
eines vollständigen Vierkantes 
projicirt. 

Sie werden hier bemerken, 
ebene «eck dem vollständigen «seit im Strahlenbündel, und das 
vollständige ebene «seit dem vollständigen «kant gegenübersteht, 
weil Punkt nnd Ebene reeiproke Elemente sind. 



Die vier Flächen und sechs 
Kanten eines Tetraeders werden 
von jeder Ebene, welche durch 
keinen seiner Eckpunkte geht, 
in den vier Seiten und sechs 
Eckpunkten eines vollständigen 
Vierseits geschnitten. 
lass im Räume das ^ 



Vierter Vortrag. 

Das Beziehen vollständiger »ecke, «seite und Pikante 
auf einander. Harmonische Gehilde. 



Durch meine bisherigen Vorträge habe ich eine der mir vor- 
liegenden Aufgaben zu lösen gesucht: nämlich die Aufgabe, Sie 
mit den wichtigsten, der heueren Geometrie eigenthümlichen Be- 
griffen bekannt zu machen. Vielleicht haben Sie diese zahlreichen. 
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34 "Vierter Vortrag. 

an einander gereihten Definitionen manchmal ermüdet; doch war 
es nothwendig, Ihnen dieselben im Zusammenhange vorzuführen, 
damit wir später desto ungestörter die reichen Schätze, welche 
die Geometrie der Lage bietet, zu Tage fördern können. 

Nunmehr werden wir zu den ersten eigentlichen Lehrsätzen 
der neueren Geometrie gelangen; denn die sehr einfachen, bisher 
angeführten Sätze habe ich mehr gelegentlich, um Ihnen die un- 
gewohnten neuen Begriffe geläufiger zu machen und der Vo!l- 
siändigkeit wegen genannt, als weil sie alle zur Begründung der 
Geometrie der Le^c durchaus nothwendig wären. Dagegen musa 
ich die Sätze über die harmonischen Punkte, Strahlen und Ebenen, 
mit einem Wort die Sätze über die harmonischen Gebilde, die ich 
Ihnen jetzt entwickeln werde, als wirkliehe Fundamenfcalsätze 
unserer Wissenschaft bezeichnen. 

Die Eigenschaften der harmonischen Gebilde, deren ich schon 
in der Einleitung Erwähnung that, lassen sich am leichtesten be- 
weisen mittelst einiger sehr einfacher Sätze über das Beziehen 
von «ecken, Mseiten und »kanten auf einander. In ähnlicher 
Weise, wie wir früher die Grundgebilde auf einander bezogen 
haben, können wir nämlich auch bei diesen Arten von Gebilden 
jeder Ecke, Seite oder Kante des einen ein entsprechendes Ele- 
ment des anderen zuweisen. Ein Viereck z. B, kann auf ein 




zweites bezogen werden, indem wir jedem Eckpunkte des ersteren 
einen Eckpunkt des letzteren zuweisen; dann wird auch jeder 
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n ecken, n seiten etc. auf einander. 



Seite des ersteren eine Seite des letzteren entsprechen. Hier er- 
geben sich nun die evidenten Sätze: 



Wenn zwei auf einander be- 
zogene Dreiecke ABC (Fig. 3) 
und A^ ß^ (7j in verschieiienen 
Ebenen liegen, und je zwei ho- 
niolog e Seiten , wie A B und 
ji^JSi, sich schneiden (natürlich 
auf der Schnittlinie u der bei- 
den Dreieeksebenen), so bestim- 
men die Ebenen der drei Paare 
entsprechender Seiten ein Drei- 
kant, von welchem die beiden 
Dreiecke Schnitte sind. Die Ver- 
bindungslinien AAi, BB^ und 
CCj von je zwei homologen Eck- 
punkten schneiden sich daher in 
einem Punkte, nämlich in dem 
Mittelpunkte S dieses Dreikantes. 

Es wird Ihnen ein Leichtes sein, von jeder Hälfte dieses 
Doppelsatzes die ümkehmng aufzustellen. Wir finden mit seiner 
Hülfe: 



Wenn zwei aufeinander be- 
zogene Drei kante (oder Dreiseite 
im Strahlenbündel) verschiede- 
nen Strahlenbündeln angehören, 
und je zwei homologe Kanten 
sich achneiden, so bestimmen die 
drei Schnittpunkte ein Dreieck, 
von welchem die beiden Drei- 
kante Scheine sind. ^Die Schnitt- 
linien von je zwei homologen 
Ebenen (Seiten) der Dreikante 
liegen daher in der Ebene dieses 
Dreiecks, dessen Seiten sie sind. 



Wenn zwei auf einander 
bezogene vollständige Vierecke 
ABOJ) und A,BtC,Di (Fig. 14) 
in verschiedenen Ebenen liegen, 
deren Schnittlinie u durch keinen 
der acht Eckpunkte geht, und 
fünf Seiten a, h, c, d, e des einen 
Vierecks die ihnen bezieh lieh 
entsprechenden Seiten «i,5,,c,, 
d, , ßj des anderen (auf m) sehnei- 
den, so sind die beiden Vierecke 
Schnitte eines und desselben 
vollständigen Vierkants, daher 
auch ihre übrigen beiden Seiten 
f und /"j sich schneiden. 

Nach dem vorigen Satze schnei- 
den sich nämlich sowohl die Li- 
nien Z^, BB^ und CC^, als 



Wenn zwei auf einander 
bezogene vollständige Vierseite 
verschiedenen Strahlenbändeln 
angehören, deren gemeinschaft- 
licher Strahl in keiner der acht 
Seiten liegt, und fünf Kanten 
des einen Vieraeits die ent- 
sprechenden Kanten des anderen 
schneiden, so sind die beiden 
Vierseite Scheine eines und des- 
selben vollständigen ebenen Vier- 
seits, daher auch ihre beiden 
übrigen Kanten sich achneiden. 
Die fünf Kanten des einen 
vollständigen Vierseita, welche 
von den entsprechenden Kanten 
des anderen geschnitten werden, 
bestimmen nämlich zwei im Vier- 
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36 Vierter 

auch die Linien DD^, BB^ und 
CC^ in einem Punkte; die Ge- 
raden ÄA^ und DD^ b^egnen 



seit gelegene Dreiseite, deren 
Seiten von ihren entsprechenden 
nach dem vorigen Satae in je 




sieh also im Schnittpunkt S 
von BBi und CC\, dem Mittel- 
punkt des im Satze angeführten 
Vierkantes. Und da die Gera- 
den f und fi in der durch AAi 
und DDj bestimmten Ebene 
Hegen, so müssen sie sich gleich- 
falls schneiden. 

Um nicht zu -weitläufig zu werden, will ich hier die Unter- 
suchung rechts fallen lassen, und nar eines der links gewonnenen 



drei Seiten eines Dreiecks ge- 
schnitten werden. Diese beiden 
Dreiecke haben aber zwei Seiten 
gemein; sie liegen daher in einer 
Ebene und bestimmen das ebene 
Vierseit, von welchem die ge- 
gebenen Vierseite Scheine sind. 
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Harmonische Gebilde. 37 

Ergebnisse benutzen, um die Lehre von den harmonisclieii Ele- 
menten zu begründen. Auch auf diesem Wege werden wir bald 
genug zu neuen Sätzen gelangen, die einander wie die bisherigen 
reeiprok gegenüberstehen. Wir fanden soeben: 

Wenn von zwei auf änander bezogenen vollständigen Vier- 
ecken fünf Paare homologer Seiten sich schneiden in Punkten 
einer Geraden u, welche durch keinen der acht Eckpunkte geht, 
so liegt auch der Schmttpunkt des sechsten Paares auf dieser 
Geraden. 

Dieser Satz gilt nicht blos für den Fall, dass die Vierecke 
in verschiedenen Ebenen liegen. Denn liegen sie in derselben 
Ebene, so können wir diesen Fall auf den schon erledigten da- 
durch zurückführen, dass wir das eine Viereck entweder um die 
Gerade u drehen aus der gegebenen Ebene heraus, oder es auf 
eine zweite durch u gelegte Ebene aus einem beliebigen Mittel- 
punkte projiciren. In beiden Fällen ergiebt sich sofort, dass durch 
den Schnittpunkt von u mit der sechsten Seite dieses Vierecks 
auch die sechste Seite des andern Vierecks hindurchgeht. — Ist 
u eine unendlich ferne Gerade, so lautet beiläufig bemerkt unser 
Satz: Wenn von zwei auf einander bezogenen vollständigen Vier- 
ecken fünf Paare homologer Seiten parallel sind, so laufen auch 
die letzten beiden Seiten parallel. 

Wir können nun folgende Definition aufstellen: 

Vier Punkte A, B, C, D einer Geraden hetssen vier harmo- 
nische Punkte (und bilden eine harmonische Punktreihe), wenn 
sie SU einem Viereck solche Lage haben, dass im ersten und im 
dritten von ihnen je zwei Gegenseiten des Vierecke sich schnei- 
den, und durch den ztceiten und den vierten Punkt die beiden 
Diagonalen desselben gehen. 
Ans dem Vorhergehenden ei^ebt sich dann sofort der wich- 
tige Satz: 

Durch drei Punkte A, B, C einer Geraden und ihre Reihen- 
folge ist der vierte harmonische Punkt D völlig bestimmt. 
Nämlich man findet D durch Construction irg end e ines Vier- 
ecks KLMN' (Fig. 15), von welchem eine Diagonale LN durch den 
zweiten Punkt B geht, zwei Gegenseiten KL und MN aber sich 
im ersten Punkte A und die anderen beiden Gegenseiten LM 
und NE sich im dritten Punkte C schneiden; die zweite Diagonale 
KM geht durch ö. Construirt man ein anderes Viereck Ä,//i3f,jr,, 
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welcbea zu Ä, B und C ähulicQi liegt wie KLMN, so muss naeli 
dem früheren Satze (S. 37) auch dessen zweite Di^onale K^M^ 




(als sechste Seite des vollständigen Vierecks K^L^M^Ni) durch 
den Schnittpunkt D von KM und ABC gehen. 

Die Punkte B und D auf den Diagonalen sind durch die 
Schnittpunkte A und C der zwei paar Gegenseiten von einander 
getrennt, und heissen deshalb „harmonisch getrennt durch A 
und G". 
Projiciren wir nämlich die Punkte A, B, C, D aus einem 
beliehigen Mittelpunkt auf eine audere Gerade, so sind die Pro- 
jectioosstrahlen und folglich auch die Projeetionen von einem 
Paare getrennter Punkte durch diejenigen des anderen Paares von 
einander getreniit. Ist nun Q (Fig. 15) der Schnittpunkt der 
Diagonalen KM und LN des Vierecks KLMN, so ist KQMD 
eine Projection von ABCD aus dem Punkt« L und MQKD 
eine solche aus dem Punkte N. Wäre also A nicht von C, son- 
dern etwa von B durch die übrigen beiden Punkte getrennt, so 
muaste einerseits K von Q, anderseits aber auch M von Q ge- 
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Harmonische Gebilde. 39 

trennt sein, was unmöglicb ist, weil Q nur von einem der drei 
Punkte K, M, D durch die übrigen beiden getrennt sein kann. 
Wäre dagegen A von D getrennt, so müsste K von D and zu- 
gleich M von D getrennt sein, was ebenfalls unmöglich ist. Folg- 
lich muss A von C getrennt sein durch die Punkte B und D. 

Aus einem nicht in der Ebene des Vierecks gelegenen Punkte 
(aus Ihrem Auge z. B.) wird das vollständige Viereck durch ein voll- 
ständiges Vierkant projicftrt, die harmonische Punktreihe aber durch 
einen Büschel von vier Strahlen, welche „vier harmonische Strahlen 
oder ein harmonischer Strahlenhüachel" genannt werden aollen. 
Dieselben haben die Eigenschaft, dass sie von jeder nicht durch 
ihren Mittelpunkt gehenden Ebene in vier harmonischeu Punkten 
Ai, -Bj, C^, i)j geschnitten werden. Denn jede solche Ebene 
sehneidet das vollständige Vierkant in einem Viereck, von welchem 
zwei Gegenseiten in A,, zwei andere in C^ sich sehneiden, und 
dessen letzten beiden Seiten resp. durch B^ und P, gehen. 

Werden vier harmonische Punkte aus einer Axe projicirt, 
die mit ihnen nicht in einer Ebene liegt, so erhalten wir „vier 
harmonische Ebenen oder einen harmonischen Ebenenbiischel ". 
Jede fünfte Ebene, welche die vier harmonischen Punkte enthält, 
schneidet zufolge des eben Bewiesenen die vier harmonischen 
Ebenen in harmonischen Strahlen; und folglich gilt dasselbe-aach 
von jeder heliebigen Schnittebene, die nicht durch die Axe des 
harmonischen Ebenenbüschels geht. Denn eine solche schneidet 
die vier hannonischen Strahlen der erateren Schnittebenen In je 
vier harmonischen Punkten, durch welche ihre eigenen Schnitt- 
linien mit den harmonischen Ebenen geheu. Hieraus folgt auch, 
dass jede zu der Axe windschiefe Gerade die vier Ebenen in vier 
harmonischen Punkten schneidet. Ebenso wird ein harmonischer 
Strahlenbüschel aus einem nicht in seiner Ehene gelegenen Punkte 
durch einen harmonischen Ebenejjhüschel projicirt. Ueberhaupt 
können wir folgende Sätze aufstellen: 



Vier harmonische Punkte wer- 
den aus jeder Geraden durch 
vier harmonische Ebenen, und 
aus jedem Punkte durch vier 
harmonische Strahlen projicirt. 



Vier harmonische Ebenen wer- 
den von jeder Geraden in vier 
hai'monischen Punkten, und von 
jeder Ebene in vier harmoni- 
schen Strahlen geschnitten. 



Vier harmonische Strahlen werden 

ans jedem Punkte durch vier 1 von jeder Ebene in vier harmo- 

harmonische Ebenen projicirt. | nischen Paukten geschnitten. 
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40 Vierler Vortrag. 

Diese versehiedenen Sätze können wir zusammenfassen zn 
dem wichtigen Theoreme; 

Aus einem harmonisckm Grundgebilde ergeben sich durch 

Projidrm und Schneiden immer wieder harmonische Grund- 

gebilde. 
Zugleich erkennen Sie, dass durch drei Elemente eines ein- 
förmigen Grundgebildes das vierte harmonische vollständig be- 
stimmt ist, wenn noch angegeben wird, von welchem der ersteren 
dasselbe getrennt ist. Denn sind die gegebenen Elemente drei 
Punkte einer Geraden, so führt das vollständige Viereck zu dem 
vierten harmonischen Punkte. Sind sie dagegen Strahlen oder 
Ebenen eines Büschels, so schneiden wir denselben durch eine 
Gerade, und suchen zu den drei Sehnittpnnkten den vierten harmo- 
nischen Punkt, Durch diesen geht dann das gesuchte vierte Element 
des harmonischen Büschels. Hierdurch ist zugleich die Aufgabe 
gelöst, zu drei Elementen eines einförmigen Grundgebüdes das 
vierte harmonische zu construiren. 

Die Richtigkeit der folgenden Sätze wird Ihnen sofort ein- 
leuchten : 

Werden drei Ebenen a, ß, 7 . Werden drei Punkte A, B, C 
eines Ebenenböschels von belie- einer Punktreihe aus beüebigen 
bigen Transveraalen geschnitten, Axen projicirt, und wird für 
und wird auf jeder Transversale jede Ase zu den drei projiciren- 
zu den drei Schnittpunkten der den Ebenen die vierte harmo- 
vierte harmonische, , von dem nische bestimmt, welche von der 
Schnittpunkt mit ß getrennte durch B gelegten getrennt ist, 
Punkt gesucht, so liegen alle so gehen alle diese vierten Ebe- 
diese vierten Punkte in einer nen durch einen Punkt D, wel- 
Ebene S, welche zu a, ß, 7 die eher zu A, B, C der vierte 
vierte harmonische, von ß ge- harmonische, von . 



trennte ist, Punkt ist. 

Statt dieser beiden Sätze, die für den Raum einander reci- 
prok gegenüberstehen, werden Sie leicht zwei entsprechende Sätze 
für die Ebene aufstellen können, in denen ein Strahl enbüsehel 
die Stelle des Ebenen büschels vertritt. Ebenso ergeben sich zwei 
analoge Sätze für den Strahlenbündel. 

Bei der Erklärung der harmonischen Punkte A, B, 0, D 
(Fig. 15) mittelst des Vierecks KLMN haben wir einen Unter- 
schied gemacht zwischen den beiden Punkten A und C, in denen 
die Gegenseiten des Vierecks sich schneiden, und den beiden 
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41 



übrigen B und D, durch welche die Diagonalen gehen. Doch lässt 
sieh zeigen, dass beide Paare von Punkten in der harnionisclien 
Punktreihe ganz die gleiche Rolle spielen. Zunächst leuchtet ein, 
dass von vier harmonischen Punkten je zwei getrennte mit ein- 
ander vertauscht werden können, ohne dass die Punkte aufhören, 
vier harmonische Punkte zu sein; oder: Ist ABCD eine har- 
moniaehe Punktreihe, so gilt dasselbe von ADCB, CBAD und. 
CDÄB. Denn in jeder dieser Punktreihen gehen durch den ersten 
und dritten Punkt je zwei Gegenseiten, und durch den zweiten 
und vierten die Diagonalen des Vierecks KLMN. Wenn nun 
durch den Schnittpunkt Q der Diagonalen (Fig. 16) die Geraden 




D^,- 



äQ und CQ gezogen werden, so bestimmen diese auf den resp. 
Seiten Ä^K^, YL, L^und MN vier neue Punkte S, T, U und V. 
Von den Verbindungslinien ST, TU, UV und VS derselben, 
welche als zweite Diagonalen der Vierecke KSQT, LTQU, 
MUQV und NVQS anzusehen sind, gehen aber zwei gegen- 
überliegende durch B und die übrigen durch D. Wir erhalten 
also ein Viereck ST UV, von welchem je zwei Gegenseiten durch 
B und I), und die Diagonalen durch A und C gehen. Es folgt 
daraus, dass in einer harmonischen Punbtreihe auch die zwei 
Paare getrennter Punkte mit einander vertauscht werden können, 
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42 Vierter Vortrag. 

ohne dass die vier Punkte aufhören, harmonische Punkte zu sein, 
also der Satz: 

Ist ABCD ein harmonisches GeUlde, so sind nicht nur 

ADCB, CBäD und CDAB ebenfalls solche, sondern auch 

DCBA, DABO, BCDA und BADC. 
Dieser Satz gilt natürlich auch für harmonische Strahlen und 
Ebenen, die wir ja mittelst der harmonischen Punkte deflnirt 
haben. 

Von zwei getrennten Elementen eines harmonischen Gebildes 
sagen wir, sie seien durch die übrigen beiden Elemente „harmo- 
nisch getrennt", einander aber „zugeordnet". Ausserdem werden 
wir uns manchmal, um einen Satz kürzer und einfacher aussprechen 
zu können, der Ausdrucksweise bedienen: zwei Elemente eines Ge- 
bildes seien durch zwei andere, dem Gebilde nicht angehörige 
Elemente harmonisch getrennt; nämlich dann, wenn durch letztere 
in dem Gebilde zwei Element« bestimmt werden, durch welche die 
ersteren beiden Elemente harmonisch getrennt sind. Zwei Punkte 
Ä und G z. B. heissen harmonisch getrennt durch zwei Ebenen 
ß und S, wenn diese die Gerade AC in zwei solchen Punkten 
B und -D schneiden, dass ABCD vier harmonische Punkte 
und ebenso heissen ß und 5 durch A und C harmonisch getrennt, 
wenn sie durch die beiden Ebenen harmonisch getrennt sind, 
welche aus ihrer Schnittlinie ß5 die Punkte A und C projiciren. 
Für Gebilde in der Ebene gilt z. B. der Doppebatz: 



Durch zwei Gerade und 
ausserhalb gegebenen Punkt ist 
eine dritte Gerade bestimmt; 
dieselbe geht durch den Schnitt- 
punkt der beiden ersteren und 
enthält jeden Punkt, welcher 
durch die gegebenen Geraden 
von jenem Punkte harmonisch 
getrennt ist. 



Durch eine Gerade und zwei 
ausserhalb derselben gegebene 
Punkte ist ein dritter Punkt 
bestimmt; derselbe liegt auf der 
Verbindungslinie der beiden 
ersteren, und durch ihn gebt 
jede Gerade, welche durch die 
gegebenen Punkte von jener Ge- 
raden harmonisch getrennt ist. 



Im Grunde ist dieser Doppelsatz als eine Wiederholung ( 
vorhergehenden (S. 40) anzusehen, wenn letzterer auf Gebilde in 
der Ebene übertragen wird. Auf dem Satze links und dem nächsten 
Satze beruht die Lösung der in der Einleitung (S. 3, vergl. Fig. 1) 
berührten Aufgabe: Durch den unzugänglichen Schnittpunkt von 
Zwei'Geradeu eine dritte Gerade zu legen. 

I^ach dem bisher Entwickelten wird es Ihnen jetzt ein Leichtes 
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sein, am vollstäüdigea Viereck und Vierseit folgende Eigenschaften 
nachzuweisen (vergl. Fig. 15), 




Im vollständigen ebenen Vier- 
eck sind je zwei Gegenseiten 
(wie KM und LN) harmonisch 
getrennt dnrch die beidenPankte 
{A nnd C), in denen die übri- 
gen Gegenseiten paarweise sich 
schneiden. 

Ich bemerke hierzu, dass ii 
N als Eckpunkte, eines vollständigen Vierecks aufgefasst werden 
können, sondern auch AL, AN, CL und CN sAs Seiten eines 
vollständigen Vierseits, von welchem A und C, K und M, L und N 
die drei Paare von Gegenpunkten sind. 

Bleiben von dem Viereck KLMN (Fig. 15) die beiden Eck- 
punkte K, L und die Schnittpunkte A und C der zwei paar Gegen- 
seiten uDgeändert, iudess die Seite MN um A sich dreht, so be- 
schreiben die Eckpunkte Jf und N die resp. Geraden GL und CK; 



Im vollständigen ebenen Vier- 
seit sind je zwei Gegeupunkte 
(wie A und C) harmonisch ge- 
tränt durch die beiden Geraden 
(KMuniLN), welche die übri- 
gen Gegenpunkte paarweise ver- 
binden. 
Fig. 15 nicht nur K, L, M und 
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zugleich drehen sich die beiden Diagonalen um K und L, und 
bewegen sich die Punkte B und D stetig auf ÄC so, dass sie 
beständig durch A und G harmonisch getrennt sind. Da nun 
keiner Lage von B oder D mehr als eine Lage von D resp. B 
entspricht, so können die Punkte B, D unmöglich bald in dem 
gleichen, bald in entgegengesetztem Sinne auf ^C sich bewegen; 
vielmehr müssen sie sich immer in entgegengesetztem Sinne be- 
wegen, weil sie ja durch A und C getrennt sind und mit C resp. 
A zusammenfallen, wenn die bewegliche Gerade MN in die Lage 
CA resp, LA gelangt. Daraas folgt: 

Wetm ein Punktenpaar A, C zwei paar andere Punkte B, D 
und B', D' harmonisck trennt, so ist B von D nickt getrennt 
durch B' und D'. Zwei paar Punkte einer Geraden, die sich 
gegenseitig trennen, können also nicht beide zugleich durch ein 
drittes Punktenpaar harmonisch getrennt sein. 
Zu zwei Punktenpaaren B, D und £', D' einer Geraden, die 
sich nicht gegenseitig trennen, giebt es allemal [mindestens] ein 
drittes Punktenpaar A, C, durch welches B von D und zugleich 
S von D' harmonisch getrennt ist. Zum Beweise denken wir uns 
diejenige Strecke fflY, auf welcher B und D nicht liegen, durch 
einen Punkt P beschrieben; von den Punkten P^ und P^, welche 
von P durch B" und D' resp. durch B und D harmonisch ge- 
trennt sind, beschreibt dann der erstere Pj die Ergänzung der 
Strecke SD' und der letztere P^ eine in dieser Ergänzung ent- 
haltene Strecke B^ D^, deren Endpunkte von B' und D' harmonisch 
geti-ennt sind durch B und I>. Die Punkte P, und Pj bewegen 
sich in entgegengesetztem Sinne wie P und müssen mindestens 
einmal sich vereinigen, weil P^ eine Strecke beschreibt, in welcher 
die von Pj durchlaufene Strecke enthalten ist. Bezeichnen wir 
mit A den Vereinigungspunkt und mit C die zugehörige Lage des 
Punktes P, so trennen Ä und sowohl B von J) als auch B^ 
von I)' harmonisch. 

Metrische Beziehungen harmonischer Gebilde. 

Ich darf die Lehre von den harmonischen Gebilden nicht 
, ohne Ihnen, wie ich in der Einleitung versprach, ihVe 
metrischen Beziehungen noch zu entwickeln. Wir 
gelangen zu denselben am einfachsten mittelst des folgenden 
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Wenn in einer Geraden zwei Punkte A und C von einem 
dritten B gleichen Abstand haben, so sind sie durch diesen und 
dm unendlich fernen Punkt D der Geraden harmonisch gelrennt, 
oder ABCD sind vier harmonische Punkte. 

Nehmen wir nämlieli in einer durch ABC gelegten Ebene 
zwei nnendlich ferne Punkte K und M an (Fig. 17), and ziehen 




Fig. n. 

nach ihnen durch A nnd C je zwei Parallele, so schneiden sich 
letzere in zwei neuen Punkten L und N. Die Gerade LN geht 
dann als zweite Diagonale des Parallelogramms ALCN durch 
den Halbirungspunkt B der Strecke AC. Von dem Viereck 
KLMN schneiden sich also zwei Gegenseiten KL und MN in A, 
zwei andere LM und NK in C, die Diagonale LN geht durch B 
und die zweite Diagonale, nämlich die unendlich ferne Gerade KM, 
geht durch D, so dass wirk- 
lich ABCD vier harmoni- 
sche Punkte sind. 

Da vier harmonische 
Punkte ABCD, aus einem 
fünften S durch vier har- 
monisch'e Strahlen projicirt 
werden, so folgt hieraus 
(Fig. 18): 

„Zieht man durch die Spitze S eines Dreiecks A8C zwei Ge- 
„rade, die eine d parallel und die andere b nach der Mitte der 
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„Grundlinie ÄC, so sind dieselben durch die anstossenden 
„Seiten a und c des Dreiecks harmoniscli getrennt." 
Ist ASC gleichschenkelig, so stellt b senkrecht auf ^C nnd folg- 
lieh auch anf d; auch werden die von a und c gebildeten Neben- 
winkel durch b und d halbirt. Also: 

„Die Halbirnngslinien zweier Nebenwinkel sind durch die 
„Schenkel derselben harmonisch getrennt und zu einander normal." 
Eine Umkehrung dieses Satzes kann so ausgesprochen werden: 
„Wenn von vier harmonischen Strahlen zwei getrennte auf ein- 
„ ander senkrecht stehen, so halbiren sie die Winkel zwischen 
„den anderen beiden Strahlen." 
Der Beweis ergiebt sieh nnmittelhar aus folgendem umkehrbaren 
Satze (Fig. 18): 

„Wird ein harmonischer Büschel abcd durch eine Parallele m 
„zu einem seiner Strahlen geschnitten, so halbirt von den drei 
„Schnittpunkten mit den übrigen Strahlen der eine den Ab- 
„schnitt zwischen den beiden anderen." 
Die Schnittpunkte von u mit abcd sind nämlich vier harmonische 
Punkte, nnd einer derselben hegt nnendlich fern. 

Diese Sätze, zu welchen sich ähnliche für harmonische Ebenen 
aufstellen lassen, können zur Lösung einer Reihe von Aufgaben 
benutzt werden. So z. B. lässt die Aufgabe: 

„Zu drei Punkten oder Strahlen den vierten harmonischen zu 
„constmiren" 
eine viel einfachere Lösvmg zu, als diejenige mittelst des voll- 
ständigen Vierecks, sobald die Constraction von Parallelen und 
von gleichen Abschnitten zugelassen wird. Denn soll zu den 
Strahlen b, c, d (Fig. 18) der vierte, von c harmonisch getrennte 
Strahl a gesacht werden, so schneiden wir b nnd c durch irgend 
eine Parallele u za d in den Punkten B und C, und machen auf 
dieser AB^BC; der durch A gelegte Strahl a des Büschels 
bcd ist dann der gesuchte. Ist ferner zu den drei Punkten A, 
B, C (Fig. 19) der vierte, von B harmonisch getrennte Punkt D 
zu suchen, so tragen wir auf irgend einer durch B gelegten Ge- 
raden von B aus zwei gleiche Strecken A^B und £C, ab, be- 
stimmen den Schnittpunkt 'S der Geraden AA^ oder « und CC^ 
oder c, und zieh en dur ch diesen eine Parallele d zu ^,ßC,, 
welche die Gerade ^£C in dem gesuchten Punkte D schneidet. 
Denn da A^, B, C, und der unendlich ferne Punkt von A^B 
vier harmonische Punkte sind, so muss S (A^BC^D) oder alcd 
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harmonischer Büschel, und daher auch ABGI) als Schnitt 

e harmonische Punktreihe sein. 
Wenn eine Strecke 
AC und deren Mittel- 
punkt B gegeben sind, 
so kann mittelst linearer 
Constructionen durch je- 
den vierten Punkt K 
(Fi g. 20) eine Parallele 
in ABC gelegt werden, 
wie folgt. Wir ziehen 
die Linien KA und if (7, 
und schneiden diese in 
resp. L und N mittelst 
irgend- einer durch B 
gehenden Geraden. Be- 
stimmen wir dann den 
Schnittpunkt M von GL 
und ^JV, so geht durch 
diesen die gesuchte Paral- 
lele. Denn als zweite 
des Vierecks 





KLMN schneidet KM die Gerade ABC in einem vierten, von 
B harmonisch getrennten Punkte, welcher aber unendlich fem liegt, 
weil B die Strecke A C halbirt. Wenn umgekehrt zwei Parallele 
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gegeben sind, so kaim jede auf einer derselben liegende Strecke 
durch lineare Constnictionen halbirt werden. Wie diese Conatruc- 
tionen in der Peldmesskunst verwerthet werden können, wird Ihnen 
ohne Weiteres einleuchten. 

Zwischen den Abschnitten, welche durch vier harmonische 
Punkte ABCD auf einer Geraden gebildet werden, besteht eine 
interessante Proportion. Wir projieiren, um diese zu Unden, die 
harmonischen Punkte durch irgend einen hannouischen Büschel 
abcd (Fig. 19), und legen sodann durch B eine Parallele zum 
Strahle d. Dann begegnet diese den Strahlen a und c in zwei 
Punkten Aj und C^, welche von B gleichen Abstand haben; zu- 
gleich «ntatehen zwei Paare ähnlicher Dreiecke, indem AA^B^^ 
ASD und BCyC-^DSG. Wir erhalten also die Proportionen: 

:^^_Ä_D^ , BC^ CD 

AiB~SD BG,~~SD' 

Dividiren wir die erstere durch die letztere, und berücksichtigen, 
dass A^B = BCi ist, so folgt: 

T AB _AD^ 

BC~ CD ' 

oder der Satz: 

„Die Strecke ^iC ist durch den in ihr gelegenen Punkt B in 

„demselben Verhältniss getheilt, wie durch den äusseren Punkt 

„D, welcher von B durch A und C harmonisch getrennt ist." 

Dieser Satz wird gewöhnlieh als Definition der harmonischen 

Punkte aufgestellt, und zum Ausgangspunkt der Lehre von den 

harmonischen Punkten gewählt. Es folgt daraus u, A,, dass der 

äussere Punkt D über C hinaus liegt, wenn AB^ BC und fo^- 

lieh AD'~> CD ist, d^egen über A hinaus, wenn AB <iBC, 

dass also B und D beide zugleich dem einen der Punkte A iiud C 

näher liegen als dem anderen. 

In obiger Proportion schreibt man gewöhnlich, weil die 
gleichen Strecken CD und DC in entgegengesetztem Sinne be- 
schrieben sind, — DC statt CD, so dass sie symmetrischer so 
lautet : 



Ist M der Halbirungspunkt der Strecke BD, so kann die 
Gleichung I auch geschrieben werden: 

AM—BM AM-\-MD 

BM—CM CM+MD ' 

oder wenn SM statt MD gesetzt wird: 
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Ä M — BM ÄM+ BM 

BM—CM ~ CM+BM ' 
Durch Änsmoltipliciren ergiebt sich hieraus nach sehr einfachen 
Eeduetionen: 

II {BUy^AM.CM, 

oder der hemerkenswerthe Satz: 

„BAT (nnd ebenso PM) ist die mittlere Proportionate zwischen 
„AM und GM.'' 
Aach dieser oft beautzt« Satz kann als Definition der harmo- 
nischen Punkte gelten. 

Legt man durch Ä und C (Fig. 19) irgend einen Kreis und 
an diesen durch M eine Tangeute MT, so ist nach dem bekannten 
Satze über die Abschnitte von 1 



AM.CM=^{TMy, 
und folglich TM^ = BM^ = J)MK Der Berühningspunkt T der 
Taugente liegt also auf dem Kreise, welcher mit dem Radius 
BM=MD um den Mittelpunkt .M beschrieben wird; und dieser 
Kreia schneidet den anderen rechtwinklig in T, weil sein Radius 
MT auf seiner Tangente in T normal ist. Also: 

„Die Kreise der Ebene, welche durch zwei gegebene Punkte A 
„und C gehen, werden rechtwinklig geschnitten von jedem Kreise, 
„von welchem die Endpunkte eines Durchmessers DB harmo- 
,,niscb durch A und getrennt sind." 
Die Lehre von den harmonischen Punkten führt uns also mit 
Leichtigkeit zu Schaaren von Kreisen, die sich rechtwinklig 
schneiden, und ebenso kann sie zum Ausgangspunkt für die Unter- 
suchung orthogonaler Kugelschaaren gewählt werden. 

Die Umkebrung der Gtleicbnug I, also die Gleichung — — ^-— 
lässt sieh auch folgendennassen sehreiben: 

A C~AB _ ÄD — AC , AB — A C _ AC — AD 

'ab — ÄD "^^"^ Zs""^— Zd"""' 
und gerade dieser letzten Gleichung verdanken die Punkte A, B, C, D 
den Namen „harmonische" Punkte. Nämlich, wie Ihnen bekannt 
sein wird, pflegt man von drei Zahlen ß, y, 5 zu sagen, sie seien 
„in stetiger harmonischer Proportion" oder „harmonisch", wenn 
die Differenz der beiden ersten sich zu der ersten verhält, wie 
die Differenz der beiden letzten zur letzten, oder wenn: 
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Die obige Gleichnng zwischen den Abschnitten AB, AC and AD 
aber hat ganz die Form dieser letzten Gleichung. 

Durch Ausführung der Division ergiebt sich schliesslich noch 
die Gleichung: 

1 _ A^^ 4^_ 1 

welche auch in folgender Weise geschrieben werden kann: 

III . : J-=J-. + J^ 

AC AB'A£> 
Sie werden diese sehr benierkenswerthe Formel leicht selbst in 
Worte kleiden könneo; auch sie wird häufig zur Definition der 
harmonischen Punkte benutzt, 

Äehnliche Gleichungen konnte ich Ihnen entwickeln für die 
Winkel, welche vier harmonische Strahlen oder Ebenen mit ein- 
ander bilden. Ich ziehe jedoch vor, dieselben gelegentlich im 
Anhange zum nächsten grösseren Abschnitte aufzustellen, da sie 
ohnehin keinen grossen Werth für uns haben. 

Wollen Sie übrigens bemerken, dass bei den metrischen 
Beziehungen der Gebilde das Gesetz der fleciprocität nicht mehr, 
oder doch nur in einzelnen Fällen zur Geltung kommt. Ein 
Grund für diese Thatsache ist, dass im Büschel kein Element 
existirt, welches in Bezug auf die Mass Verhältnisse eiae ähnliche 
ausgezeichnete Stellung einnähme, wie der unendlich ferne Punkt 
in der Punktreihe; und in der letzteren hennen wir wiederum keine 
Strecke, welche durch das Mass so definirt und ausgezeichnet 
werden konnte, wie im_ Büschel der rechte Winkel. 



Fünfter Vortrag. 

Projective Verwandtschaft einförmiger Grundgehilde. 



Im gegenwärtigen Vortrage will ich einen bereits früher aus- 
gesprochenen Gedanken wieder aufnehmen und weiter ausführen, 
den Gedanken nämlich, zwei Grundgebilde auf einander zu „be- 
ziehen", so dass jedem Elemente des einen ein Element des anderen 
entspricht. Als sehr einfache Arten, Grundgebilde der ersten Stufe 
auf einander zu beziehen, haben sich uns die folgenden darge- 
boten. Es sind auf einander 1 
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1) ein Büschel und eine Panktreihe (Fig. 6), oder ein Ebeneu- 
büschel und ein Strahlenbiischel, wenn jedes Element des 
letzteren Gebildes in dem ihm entsprechenden Elemente des 
ersteren liegt; 

2) zwei Punktreihen, wenn sie Schnitte eines und desselben 
Strahlen büach eis sind (Fig. 8); 

3) zwei Strahlenbiischel, wenn sie Scheine einer und derselben 
Punktreihe (Fig. 7), oder Schnitte eines und desselben Ebenen- 
büsehels, oder beides sind; 

4) zwei Ebenenbüschel, wenn sie Scheine eines und desselben 
Strahlenbüsehels sind. 

Von zwei in dieser Weise auf einander bezogeneu einförmigen 
Gruudgebilden wollen wir nun sagen, sie seien „in perspectiver 
Lage", oder kürzer, sie seien „perspectiv"'; so dass also von zwei 
ungleichartigen perspectiven Gruudgebilden das eine ein Schnitt 
des anderen ist, zwei gleichartige perspective Grnndgehilde da- 
gegen entweder Schnitte oder Scheine eines und desselben dritten 
Grandgebildes sind. 

Werden zwei einförmige Grundgebilde auf ein und dasselbe 
dritte perspectiv bezogen, z. B. zwei Punktreihen auf eine dritte, 
so sind sie auch auf einander bezogen, jedoch ohne im Allgemeinen 
perspective Lage zu haben. Wir gelangen so zu einer zweiten, 
der sogenannten „schiefen Lage" von zwei auf einander bezogenen 
Grund ge bilden, welche wir aus der perspectiven auch auf folgende 
Weise ableiten können. Nämlich wir können zwei perspective 
Grundgebilde gegen einander verschieben; dann bleibt jedem Ele- 
mente des einen ein bestimmtes Element des anderen Gebildes zu- 
gewiesen, aber die Gebilde verlieren im Allgemeinen ihre perspec- 
tive Lage, 

Wir können noch auf unzählig viele andere Arten zwei Gruud- 
gebilde auf einander beziehen, z. B. zwei Strahlenbüschel, indem 
vfir sie als Scheine einer und derselben Curve auffassen. Die vorhin 
angegebene Art des Beziehens unterscheidet sich nun in einem 
wichtigen Punkte von allen übrigen, und zwar sowohl wenn die 
Gebilde in perspectiver, als wenn sie in schiefer Lage sich befinden. 
Werden nämlich irgend vier harmonische Elemente aus dem einen 
der beiden Gebilde herausgegriffen, so entsprechen diesen offenbar 
wieder vier harmonische Elemente in dem anderen Gebilde, weil 
ja Scheine und Schnitte von harmonischen Gebilden wieder har- 
monische Gebilde sind. Diese Eigenthümlichkeit findet bei anderen 
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Arten des Beziehens im Allgemeinen niclit statt, und wir werden 
so dazu geführt, folgende Definition aufzustellen: 

Zwei Grundgebilde heissen projectiv verwandt oder kurz 
projectiv, wenn sie so auf einander bezogen sind, dass je vier 
harmonischen Elementen des einen allemal vier harmonische Eie- 
rnde des anderen entsprechen. 

Zwei perspective einförmige Gtrundgebilde sind demnach auch 
projectiv; sie sind nur noch ausgezeichnet dnrch ihre besondere 
gegenseitige Lage. Die Äasdriieke „conform" und „homographiach", 
welche Paulus und Chaales gebrauchen, sind gleichbedeutend 
mit projectiv. v. Staudt hat für „projectiv" das Zeichen 7^ 
eingeführt. 

Aus der Erklärvmg der projectiven Verwandtschaft folgt sofort: 
Wenn zwei Gebilde zu einem dritten projectiv sind, so sind 
sie auch su einander projectiv. 
Sind z. B. zwei Punktreihen zu einer und derselben dritten 
perspectiv, so sind sie zu einander projectiv, haben aber nur in 
besonderen Fällen perspective Lage. Das Gleiche gilt von belie- 
bigen örnndgebilden erster Stufe. 

In zwei projectiven Punktreihen entsprechen vier beliebigen 
Punkten A, B, C, D der einen, von welchen die beiden ersten 
durch die zwei letzten nicht gärennt sind, allemal vier Funkle 
A^, Bj, Cj, D^, von welchen das Gleiche gilt. 

Es giebt nämlich in der ersten Reihe zwei Punkte M, N, 
durch welche sowohl A von B als auch C von D harmonisch ge- 
trennt ist (Seite 44), und denselben entsprechen der obigen De- 
finition zufolge in der anderen Reihe zwei Punkte M^ und JV^, 
durch welche Ä^ von B^ und zugleich C^ von D^ harmonisch 
getrennt ist. Unmöglich können deswegen die Punkte A^ und 
Bi von einander getrennt sein durch C\ und Dj (vgl. Seite 44). — 
Sind A^ nnd (7j getrennt durch B^ und D^, so müssen auch A 
und C durch B und Z> getrennt sein; denn die entgegengesetzte 
Annahme führt zum Widerspruch mit dem soeben bewiesenen Satze. 
Wird in der einen Punktreihe eine beliebig grosse Anzahl von 
Punkten A, ß, C, . . . . ^ P, Q, . . . 80 angenommen, dass keine zwei 
derselben durch die vorhergehenden und nachfolgenden getrennt sind, 
so entsprechen also diesen Punkten in der anderen, projectiven Reihe 
ebenso viele Punkte A^, B,, Cj, . . . . , P^, Q,^, . . . , von denen das 
Gleiche gilt. Folgen die Punkte P, Q, E, . . . der ersteren Reihe 
stetig auf einander, so müssen auch die ihnen entsprechenden 
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Punkte Pj, Pj, Ml . . . der letzteren Reihe stetig auf einander 
folgen; denn wären etwa Pj und Q^ nicht zwei consecutive Punkte 
dieser Reihe, so gäbe es Punkte U^, Fj, welche sie trennen, und 
es müsaten auch P und Q von einander getrennt sein durch die 
entsprechenden Punkte U und V, könnten also nicht stetig auf 
einander folgen. Analoges gilt von projectiven Strahlen- und 
Ebenenhüschelu , weil dieselben von beEebigen Transversalen in 
projectiven Punktreihen geschnitten werden. Es ergiebt sich also 
der wichtige Satz: 

Wenn zwei einförmige Grundgebilde projediv sind, so ent- 
spricht jeder stetigen Aufeinanderfolge von Elementen des einen 
Gebildes eine stetige Aufeinanderfolge von Elemmtm des anderen. 
Zwei gleichartige projective Gnindgebilde können auch „con- 
jeetiv" sein oder „in einander liegen", das heisst denselben Träger 
haben. Zwei projective Ebenenbüschel z. B. können mit den 
Äsen anf einander gelegt werden, und ebenso können zwei pro- 
jective Punktreihen in derselben Geraden liegen, so dass jeder 
Punkt der Geraden zweimal gedacht werden muss. Für das Fol- 
gende ist nnn die Untersuchung von grosser Wichtigkeit, wie 
viele Elemente zwei projective einförmige Grundgebilde, welche 
in einander liegen, „entsprechend gemein" haben, d. h, wie oft 
ein Element des einen Gebildes mit dem ihm entsprechenden Ele- 
mente des anderen zusammenfällt. Dass zunächst der Fall mög- 
lich ist, in welchem sie ein oder zwei solche „Doppelelemente" 
I aus folgendem Satze: 

Sind in einer Ebene zwei 
Punktreihen u^ und u^ (Fig. 22) 
gegeben, welche Schnitte eines 
und desselben Büschels S, also 
perspectiv sind, und projiciren 
wir dieselben aus einem Punkte 
T der Ebene, so wird dieser der 
Mittelpunkt von zwei projectiven 
Büscheln, welche die beiden Ver- 
bindungslinien von T mit S und 
mit w,Mj entsprechend gemein 
haben. Diese beiden Strahlen 
fallen zusammen, wenn «,«2 auf 
AT hegt. 



Sind in einer Ebene zwei 
Büschel Si und S^ (Fig. 21) ge- 
geben, welche Scheine einer und 
derselben Punktreihe u , also 
perspectiv sind, und schneiden 
wir dieselben durch eine Gerade 
V, so erhalten wir in dieser zwei 
projective Pnnktreihen u^ und w^, 
welche die beiden Schnittpunkte 
von V mit M und mit S^S^ ent- 
sprechend gemein haben. Diese 
beiden Punkte fallen zusammen, 
wenn S^Sj durch uv geht. 
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Zur Erläuterung füge ich hinzu, dsiss links zwei Punkte A^ 
und A2 von resp. «^ und u^ einander entsprechen, wenn S^A^ 




und S^Ä^ in einem Punkte A von u sieh schneiden. Den Schnitt- 
punkt UV haben daher die drei Puuktreihen m, Mj und u^ ent- 
sprecheud gemein, während M, und »^ auch den Schnittpunkt 
von V mit dem gemeinsamen Strahl S^S^ der Büschel S, und iSj 
entsprechend gemein haben. 

Wird von zwei projectiven Puuktreihen m, j/, die eine u 
durch stetige Bewegung eines Punktes P beschrieben, so durch- 
läuft zugleich der entsprechende Punkt Pj von u^ diese andere 
Punktreihe, wenn P und P^ beständig homolc^e Punkte bleiben. 
Nun können aber, wenn m und M, auf derselben Geraden liegen, 
die Punkte Pund P^ sich entweder in gleichem oder iu entgegen- 
! Sinne bewegen {Fig. 23 und 24). Im ersteren Falle 
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(Fig. 24) nennen wir i^ie Punktreihen „gleichlaufend", im letzteren 
(Fig. 23) „entgegengesetzt projectiv," Ebenso nennen wir zwei 
projectiye Strahlenbüsehel S und Sj, welche concentriseh und in 
derselben Ebene liegen (Fig. 25 und 26), oder zwei projective 





Pig. 36. 



Ebenenbüschel, welche dieselbe Axe halwn, „gleichlaufend" (Fig. 26) 
oder „entgegengesetzt projectiv" (Fig. 25), jenachdem zwei homo- 
loge Elemente, indem sie dieseJben beschreiben, sich in gleichem 
oder in entgegengesetztem Sinne drehen. In entgegengesetzt pro- 
jeetiven Gebilden erster Stufe (Fig. 23 und 25) müssen die beiden 
sich entsprechend bewegenden Elemente nothwendig zweimal zu- 
sammenfallen; es ergiebt sich: 

„Entgegengesetzt projective Grundgebilde erster Stufe haben 

„allemal zwei Elemente entsprechend gemein; ilurch diese sind 

„je zwei andere homologe Elemente von einander getrennt." 

Dagegen haben gleichlaufend projective Gebilde nur dann 

zwei Elemente entsprechend gemein, wenn eine Strecke (resp. ein 

Winkel) AB des einen ganz in der entsprechenden Strecke (resp. 

dem entsprechenden Winkel) des anderen liegt (Fig. 24); sie haben 

in besonderen Fällen nur ein, häufig (Fig. 26) gar kein Element 

entsprechend gemein. — Zwei projective Punktreihen m, %, welche 

drei Punkte A, B, C entsprechend gemein haben, 

des vorhergehenden Satzes gleichlaufend projectiv s 
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Wir können nuniaebr den folgenden FundamentalsatK der 
Geometrie der Lage beweisen: 

Wenn zwei dnförmige projedive Grundgebilde drei Elemente 
A, B, C entsprechend gemein haben, so haben sie alle ihre Ele- 
mente entsprechend gemein, sind also idenUsch. 

Sind nämlicli znnäcbst die projectiven Grundgebilde zwei Punkt- 
reihen u und % (Fig. 27), so muss jeder Punkt, welcher von einem 



U 



A, P, B, C, D, 

der entsprechend gemeinschaftlichen Punkte A, B, C durch die beiden 
anderen harmonisch getrennt ist, mit seinem entsprechenden zusam- 
menfallen, weil derselbe völlig bestimmt ist, und weil vier harmoni- 
schen Punkten von u allemal vier harmonische Punkte von Wj ent- 
sprechen sollen (Definition). Gesetzt nun, es gebe auf derjenigen 
Strecke A B, welche den Punkt C nicht enthält, einen Punkt P von m, 
welcher mit dem entsprechenden Punkte Pj i^ud u^ nicht zusammen- 
fällt. Lassen wir dann P im Sinne ABC die Punktreibe w durchlau- 
fen, so beschreibt Pj die «^ in demselben Sinne und muss sieh ent^ 
weder in B oder vor B in einem Paukte B' mit P vereinigen. Bewegt 
sich Pim entgegengesetzten Sinne CBA, so muss auch Pj sich im 
Sinne CBA bewegen und entweder in A oder vor A in einem Punkte 
A' mit P zusammenfallen. Wir erhalten auf diese Weise eine 
Strecke Ä'B", die entweder gleich AB oder ein Theil von AB 
ist und von welcher kein Punkt, ausgenommen die beiden End- 
punkte A' und B', mit seinem entsprechenden zusammenfällt. Das 
ist aber unmöglich, weil dem Obigen zufolge derjenige Punkt, 
welcher vom Punkte C durch A' und B' harmonisch getrennt ist, 
mit seinem entsprechenden zusammenfallen muss. Es folgt daraus, 
dass die Punktreihen u und u-^ jeden Punkt der Strecke AB ent- 
sprechend geraein haben müssen, eben deshalb aber auch jeden 
anderen Punkt Q der Geraden, weil Q durch A und B von einem 
Punkte der Strecke AB harmonisch getrennt ist. 

Für zwei projective Strahlen- oder Ebeuenbüschel, welche drei 
Elemente entsprechend gemein haben, können wir den Satz ent- 
weder ganz analog beweisen; oder noch einfacher, wir führen diesen 
Fall dadurch au^^en vorigen zurück, dass wir durch eine und 
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dieselbe Geraile die Büscliel in zwei Punkti'eihen achneiden. Die 
letzteren sind dann auch projectiv und haben drei und folglich 
alle ihre Elemente entsprechend gemein, woraus das Gleiche für 
die Büschel folgt. 

Zwei projective einförmige Grundgebilde können also höch- 
stens zwei Elemente entsprechend gemein haben, wenn nicht jedes 
Element des einen mit dem entsprechenden Elemente des anderen 
zusammenfallen soll. Eine andere wichtige Folgerung aus unserem 
Fundamentalsatze ist: 

„Wenn eine Punktreihe zu einem Büschel, oder ein Strahlen- 
„büschel zu einem Ebenenbüschel projectiv ist, und drei Ele- 
,,mente des ersteren Gebildes in den ihnen entsprechenden Ele- 
„menten des .letzteren liegen , so ist das erstere Gebilde ein 
, .Schnitt des letzteren." 
Dasselbe hat nämlich mit demjenigen Schnitte des letzteren, 
welchen der Träger des ersteren Gebildes erzengt, drei und folg- 
lieh alle seine Element« entsprechend gemein, ist also mit ihm 




Wenn zwei projective Strah- 
lenbüschel S nnd S^ (Fig. 29), 
welche in einerlei Ebene liegen, 
aber nicht coucentriseh sind, 
den Verbindungs-Strahl a oder 
Oj ihrer Mittelpunkte entspre- 
chend gemein haben, so sind sie 
Scheine einer uiid derselben 



Wenn zwei projective Punkt- 
reihen ^M und «1 (Fig. 28), 
welche sich schneiden, ihren 
Schnittpunkt A oder ji, ent- 
sprechend gemein haben, so sind 
sie Schnitte eines und desselben 
Strahlenbüsehels S und somit 
DeMi verbinden wir 
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Punktreihe m und somit per- 
spectiv. Denn verbinden wir die 
Punkte B nnd C, in welchen 
irgend zwei Stralilen h und c des 
Büschels S von den ihnen resp. 
entsprechenden Strahlen S^ und 
Ci von iSj geschnitten werden, 
durch eine Gerade BC oder u, 
so sind die heiden Punktreihen, 
in welchen u die Büschel S und 
Si schneidet, identisch, weil sie 
projectiv sind und die dreiPunkte 
ua, üb und uc oder Ä, ß und 
C entsprechend gemein haben. 

Diesem Doppelsatze steht der folgende aus der Geometrie 
Strahlenbündels zur Seite: 

Wenn zwei projective Bbenen- 
büschel, deren Axen sich schnei- 
den, die Verbindungsebene dieser 
Axen entsprechend gemein ha- 
ben, so sind die Scheine eines 
und desselben Strahlenbüsehels 
und daher perspectiv. Verbinden 
wir nämlich irgend zwei Schnitt- 
linien homologer Ebenen mit 
einander, und schneiden wir 
durch die Verbindungsebene die 
beiden Ebenenbüschel, so erhal- 
ten wir zwei projective Strahlen- 
büscbel, welche drei Strahlen 
entsprechend gemein haben und 
folglich identisch sind. 



irgend zwei Punkte B und C 
von M mit den ihnen resp. ent- 
sprechenden Punkten B^ und Cj 
von Mj durch die Geraden i und 
c, und bezeichnen wir mit S den 
Schnittpunkt dieser Geraden, so 
sind die beiden Strablenbüschel, 
durch welche aus S die Punkt- 
reihen u und u^ projicirt wer- 
den, identisch, weil sie projectiv 
sind und die drei Strahlen 8A, 
SB and SC oder a, b und c 
entsprechend gemein haben. 



Wenn zwei projective Strahlen- 
büschel, welche concentrisch sind, 
aber in verschiedenen Ebenen 
liegen, die Schnittlinie dieser 
Ebenen entsprechend gemein ha- 
ben, so sind sie Schnitte eines 
uud desselben Ebenenbüscbels 
und daher perspectiv, Projiciren 
wir nämlich aus der Schnittlinie 
von irgend zwei Verbindungs- 
ebenen homologer Strahlen die 
beiden Strablenbüschel, so erhal- 
ten wir zwei projective Ebenen- 
büschel, welche drei Ebenen ent- 
sprechend gemein haben und 
folglich identisch sind. 



Die Beweise dieses und des vorhergehenden Doppelsatzes sind, 
wie Sie bemerkt haben werden, ganz gleichartig; auch der fol- 
gende Satz wird auf die nämliche Art bewiesen. 



Zwei projective, aber nicht 
coneentriscbe Strahlenbiischel S 
und S^ (Pig, 29) haben perspec- 
tive Lage, wenn von den Schnitt- 



Zwei projective, aber nicht 
conjective Punktreihen u und u^ 
(Pig. 28) haben perspective Lage, 
wenn von den Verbindungslinien 
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punkten ihrer homologen Strah- 
len irgend drei in einer Geraden 
M liegen. Denn die projectiven 
Punktreihen , in welchen die 
beiden Strahlenbüschel von der 
Geraden u geschnitten werden, 
haben jene drei Punkte B, C, D 
und folglich alle ihre Punkte ent- 
sprechend gemein; alle Schnitt 
punkte homologer Strahlen der 
beiden Büschel liegen folglich 
auf der Geraden m. 



ihrer homologen Punkte irgend 
drei durch einen Punkt S gehen. 
Denn die projectiven Strahlen- 
büschel, durch welche die beiden 
Punktreihen aus dem Punkte S 
projicirt werden, haben jene 
drei Strahlen ß5~ CC[, DD^ 
und folglich alle ihre Strahlen 
entsprechend gemein; alle Ver- 
bindungslinien homologer Punkte 
von M und m, gehen folghch 
durch 8. 



Es wird Ihnen ein Leichtes sein, die analogen Sätze über 
Strahlen- und Ebenenbüschel im Strahlenbündel aufzustellen und 
an beweisen. 

Wenn zwei auf einander bezogene Strahlenbüschel in einer 
Ebene, aber nicht concentriseh liegen, so folgen die Schnittpunkte 
ihrer homologen Strahlen stetig auf einander; denn wenn ein 
Strahl durch Drehung um den Mittelpunkt den einen Büschel 
beschreibt, so dreht sich auch der entsprechende Strahl stetig und 
beschreibt den anderen Büschel, und der Schnittpunkt der beiden 
Strahlen beschreibt folglich eine Linie. Sind nun die beiden 
Strahlenbüschel projectiv, ohne jedoch perspective Lage zu haben, 
so liegen alle Schnittpunkte ihrer homologen Strahlen in einer 
Curve, welche dem obigen Satze zufolge mit keiner Geraden 
mehr als zwei Punkte gemein hat. Wir nennen dieselbe wegen 
dieser Eigenthümlichkeit eine ,, Curve oder Punktreihe zweiter 
Ordnung"; von ihr soll die gerade Punktreihe, wo es nöthig er- 
scheint, durch den Namen „Punktreihe erster Ordnung" unter- 
schieden werden, 

Liegen zwei projective Punktreihen schief in einer Ebene, so 
bilden ebenso die sämmtlichen Verbindungslinien von je zwei homo- 
logen Punkten derselben eine stetige Aufeinanderfolge von Strahlen, 
von welcher durch keinen Punkt mehr als zwei Strahlen gehen. 
Die Geaammtbeit dieser Verbindungslinien bezeichnen wir als einen 
,,Strahlenbüsehel zweiter Ordnung", die gewöhnlichen Strahlen- 
hüschel dagegen, um Zweideutigkeiten zu vermeiden, als Strahlen- 
büschel „erster Ordnung". 

Die Curven und Strahlenbüschel II. Ordnung sind also folgen- 
1 durch ihre Entstehnngsart definirt; 
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Zwei projeetive Strahlenbü- 
schel (erster Ordnung), die schief 
in einer Ebene liegen, erzeugen 
eine Cnrve oder Punktreihe II. 
Ordnung, indem jeder Strahl des 
einen den entsprechenden Strahl 
des anderen Büschels in einem 
Punkte dieser Curve sehneidet. 

In keiner Geraden liegen mehr 
als zwei Punkte einer Curve 
II. Ordnung. 



Zwei projeetive Punktreihen 
(erster Ordnung), die schief in 
einer Ebene liegen, erzeugen 
einen Strahlenbüschel II. Ord- 
nung, indem jeder Punkt der 
einen den entsprechenden Punkt 
der anderen Punktreihe dnrcb 
einen Strahl dieses Büschels 
projicirt. 

Durch keinen Punkt gehen 
mehr als zwei Strahlen eines 
Büschels II, Ordnung. 
Ganz analoge Gebilde II. Ordnung werden in einem Bündel 
durch projeetive Strahlen- und Ebenenbüschel erzeugt. Ich werde 
in den nächsten Vorträgen alle diese neuen Gebilde näher unter- 
suchen. 

Zu Constructionen der Ourven und Strahlenbüschel Tl. Ordnung 
gelangen wir, indem wir den folgenden wichtigen Satz beweisen; 
Zwei einförmige GruiidgeUlde können stets in solcher Weise 
projediv auf einander bezogen werden, dass man irgend drei 
Elementen des einen drei bdiehige Elemenie des anderen Grund- 
gebildes gwweist; zu jedem vierten Elemente des einen kann dann 
das entsprechende des anderen Gebildes eindeutig bestimmt werden. 
Wir können den Beweis dieses Satzes direet aus der Erklä- 
rung der projectiven Verwandtschaft schöpfen, und aus dem Satze, 
dass durch drei Elemente eines einförmigen Grundgebildes ein 
einziges viertes bestimmt ist, welches von einem der ersteren durch 
die übrigen beiden harmonisch getrennt ist. Daraus folgt durch 
ähnliche Betrachtungen wie oben (S. 56), dass durch die drei 
gegebenen Paare homologer Elemente unendlich viele solche Paare 
einander zugewiesen sind, und dass in dem einen Gebilde kein 
Element vorkommt, welchem dadurch nicht ein Element des an- 
deren zugewiesen wäre. 

Ich will jedoch den Beweis noch auf andere Weise führen, 
aber nur für zwei Punktreihen, weil alle anderen Fälle sich auf 
diesen einen leicht zurückführen lassen. Ist nämlich eines oder 
jedes der beiden Grundgebilde ein iBüschel, so können wir für 
dasselbe den Schnitt mit einer Geraden, also eine Punktreihe, 
substituiren. 

Sollen nun zunächst zwei in einer Ebene liegende Punktreihen 



Hosted by 



Google 



61 



Projective Verwandtschaft einförmiger Grundgebilde, 



u und Ml (Fig. 28) projeetiv so auf einander 
dass sie den Schnittpunkt A oder Ai ihrer Tr^er entsprechend 
gemein haben, und dass den Punkten B und C von u die resp. 
Paukte B^ und C^ von u^ entsprechen, so muss die eine Puntt- 
reihe eine Projection der anderen sein aus dem Schnitttpunkte S 
von BB^ und (7C,. Irgend einem vierten Punkte D von M ent- 
spricht also in Mj seine Projection Dj aus dem Punkte S. 

Sollen ferner zwei Punktreihen m und m, (Fig. 30), die nicht 
in derselben Geraden liegen, so auf einander projeetiv bezogen 




Fig. 



werden, dass den Punkten j1, B, C von u die resp, Punkte A^, 
B^, Ci von M, entsprechen, so nehmen wir auf einer Verbindungs- 
linie von zwei einander entsprechenden Punkten, z. B. auf AÄ^, 
einen von A und A^ verschiedenen Punkt S an, und legen durch 
A^ eine von M, und AA^ verschiedene Gerade %, welche die 
Gerade u sehneidet. Projiciren wir dann die Punktreihe u auf u^ 
aus dem Mittelpunkte S, und sind A^, B^, 0^ die Projeetionen 
von A, ß, C, so ist unsere Aufgabe auf die vorhergehende zurüek- 



Hosted by 



Google 



62 Fünfter Vortrag. 

geführt. Denn wir haben nur noch Mj und % so auf einander 
projectiv zu beziehen, dass sie ihren Schnittpunkt Äi oder Ä^ 
entsprechend gemein haben und den Punkten B^ und (7, von u^ 
die resp. Punkte B^ und C^ von u^ entsprechen. Die Punktreihen 
M und u^ können daher als Projeetionen einer und derselben 
dritten Punktreihe Wg angesehen werden. Um zu irgend einem 
Punkte D von u den entsprechenden Punkt D^ in Mj zu be- 
stimmen, suchen wir zunächst seine Projeotion D.^ auf %, mit 
deren Hülfe wir dann nach den Regeln des schon erledigten 
Falles D, finden. 

Sollen endlich zwei in derselben Geraden liegende Punktreiheu 
u und Uj (Fig. 23 und 24) projectiv so auf einander bezogen 
werden, dass den Punkten A, B, C von u die resp. Punkte A^, 
Bj, C^ von «1 entsprechen, so führen wir diesen Fall auf den 
vorigen dadurch zurück, das wir Mj auf irgend eine andere Gerade 
«2 projiciren. Fallen irgend zwei einander entsprechende Punkte, 
z. B. A und Ai, auf einander, so legen wir m^ am zweckmässigsten 
durch einen solchen Doppelpunkt, indem dann der vorliegende 
Fall sogleich auf den ersten zurückgeführt ist. 

Aus dieser Untersuchung ergiebt sich der Satz: Zwei pro- 
jective einförmige Gruudgebüde können immer als erstes 
und letztes in einer Reihe von Gebilden betrachtet wer- 
den, deren jedes zu dem folgenden und zu dem vorher- 
gehenden perspective Lage hat. Zwei projective Punktreihen 
z. B. können augesehen werden als das erste und letzte von vier 
oder weniger Punktreihen, von denen jede eine Projection der 
benachbarten ist. Dieser Satz erklärt auch den Ausdruck „pro- 
jectiv". 

Zugleich ergiebt sieh eine Reihe anscheinend verwickelter 
Sätze auf sehr einfache Weise. Ich nenne von denselben nur die 
folgenden ; 



Drehen sieh die Seiten a^, a^, 
. . . . , a„ eines veränderlichen 
einfachen jjecka der Reihe nach 
um «feste Punkte Sj, Sg, . . . . , 
S„, während n — 1 Eckpunkte 
0,03, %«3) ■ ■ ■ ■ , «n-i «n des- 
selben sich auf den resp. festen 
Geraden %, U^, . . . . , u„_, be- 
wegen, so beschreibt der letzte 



Durchlaufen die Eckpunkte 
Ai, A^, . . . . ,A„ eines veränder- 
lichen einfachen «ecks der Reihe 
nach wfeste Gerade «,,%,...., 
M», während n — 1 Seiten A^A^, 
A^A^, . . . . , A„^iA^ desselben 
sich um die resp, festen Punkte 
Si, Sg, . , . . , S„^i drehen, so 
beschreibt die letzte Seite A„Ai 
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Eckpunkt «„a^ und jeder andere 
Schnittpunkt der Seiten des 
necks entweder eine Cur-ve 
II. Ordnung oder eine Gerade, 
und zwar eine Gerade u. A. dann, 
wenn die festen Drehpunkte 
Sj, S^, ■■■■-, S^ alle auf einer 
Geifiden g liegen. - — Die Seiten 
»1, «2, , a, beschreiben näm- 
lich um Si, Sa. 1 ■S'- Strah- 

lenbüschel, von denen jeder zu 
dem folgenden perspecti? liegt, 
indem die Punktreihen m^, u^, 
. . . . , M„_i die resp. perspectiven 
Durchschnitte bilden. Folglich 
sind je zwei dieser Büschel, und 
namentlich der erste und der 
letzte, projectiv, und erzeugen 
eine Curve II. Ordnung, wenn 
sie nicht etwa perspectiv liegen. 
Dieser letztere Fall tritt u. A. 
dann ein, wenn die Mittelpunkte 
der Büschel auf einer Geraden g 
liegen; denn diese istdannsämmt- 
lichen Büscheln enteprechend ge- 
mein, weil bei der Bewegung 
des wecks einmal alle Seiten mit 
g zusammenfallen. 

Diese Sätze, von welchen der 



und ebenso jede Diagonale des 
mecks entweder einen Strahlen- 
büschel II. Ordnung, oder sie 
dreht sich um einen festen Punkt ; 
and zwar tritt der letztere Fall 
u. A. dann ein, wenn die Ge- 
raden M,, 1*2, . . ■ . 1 M^ sich alle 
in einem Punkte schneiden. — ■ 

Die Eckpunkte ^j, A^, , J^ 

besehreiben nämlich in Mj, Ug, 
. . . . ,u„ Punktreihen, von denen 
jede zu der folgenden perspectiv 
liegt, indem S,, S^, . . . , , 
S,_i die resp. Projeetionscentra 
bilden. Folglieh sind je zwei 
dieser Punkfcreihen, und nament- 
lich die erste and die letzte, 
projectiv, und erzeugen einen 
Büschel II. Ordnung, wenn sie 
nicht etwa perspectiv hegen. 
Dieser letztere Fall tritt u. A. 
dann ein, wenn die Geraden 
Mj, %,....,«, sich in einem 
Punkte P schneiden; denn diesen 
haben sie dann alle entsprechend 
gemein, weil bei der Bewegung 
des necks einmal alle Eckpunkte 
mit P zusammenfallen. 

(links) die Verallgemeinerung 



eines Theorems von Maclaurin und Braikenridge ist und der 
andere (rechts) von Poncelet herrührt, bieten uns ein Mittel dar, 
um beliebig viele Punkte einer Curve oder Strahlen eines Büschels 
II. Ordnung durch lineare Constructionen zu finden. Für w ^ 3 
werden diese Constructionen am einfachsten. 

Metrische Beziehungen projectiver Grundgebilde der 

ersten Stufe. 

Zwischen den Winkeln und Strecken, welche durch je vier 

homologe Elemente projectiver Grundgebilde begrenzt werden, 

besteht eine wichtige Proportion, die ich Ihnen zum Schlass noch 



Hosted by 



Google 



64 Fünfter Vortrag. 

entwiekela will. Wir gehen aus von einem Strahienbüaehel S 
(Fig. 28 Tiiid 29) ond einer mi ihm perspectiven Punktreihe m. 
Vier beliebige Strahlen a, b, c, d von S gehen durch ihre ent- 
sprechenden Punkte A, B, C, D von u. Die Dreiecke nun, welche 
von u und jenen Strahlen begrenzt werden, und deren gemein- 
schaftliche Spitze S ist, haben gleiche Höhe; ihre Flächen ver- 
halten sich daher, wie die in u liegenden Grundlinien, so dass z. B. 

- und - 



iiASD AD ACSD CD ' 

Der Inhalt eines Dreiecks ist aber gleich dem halben Product 
aus zwei Seiten in den Sinus des eingeschlossenen Winkels. Be- 
zeichnen wir also allgemein mit (pq) den Winkel zwischen zwei 
Strahlen j) und q, so erhalten wir für die vier Dreiecke die Werthe: 
ii ASB= ^ ÄS . SB .mniab); 
^ ASD = ^AS.SD. sin {ad); 
i CSB = \CS.SB. sin (c6); 
^ CSD = ^ CS. SD. si^x {cd); 
und wenn diese Werthe in obige Proportionen eingesetzt und die 
gemeinschaftlichen Factoren in Zähler und Nenner gegen einander 
aufgehoben werden, so folgt: 

SB.svaiah) _ AB , SS.smjch) ^ CB 
SD.sai(ad\ AD Sü . sin (cd) ~ CD ' 

Dividiren wir endlich die erste dieser Gleichungen durch die 
zweite, so ergiebt sich die gesuchte Proportion in folgender 
Form: 

j- ain [ah) . wm [cb) ^ AB . CB_ 
Bin (ad)' ' Bin (cd) AD ' CD' 

Jedes Glied dieser Proportion ist ein Verhäitniss; z. B. -^- 
ist das Vei-hältniss der beiden Strecken, in welche die Strecke 
BD durch den Punkt C (der in Fig. 28 ausserhalb BD liegt) 
getheüt wird, und — ; — j-^ ist das Sinus verhäitniss der beiden 
Winkel, in welche der Winkel (bd) durch den Strahl c getheilt 
wird. Sowohl die linke als auch die rechte Seite der Gleichung 
ist also ein Verhäitniss zwischen zwei Verhältnissen, oder ein so- 
genanntes „Doppel verhäitniss". Sie erkennen leicht die besondere 
Art, in welcher die vorliegenden Doppel Verhältnisse gebildet sind. 
Das Doppel verhäitniss rechts zwischen den von A, ß, C und D 
begrenzten Strecken z. B. wird dadurch gewonnen, dass wir die 
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Verhältnisse, nach weleLen die von zweien dieser Punkte begrenzte 
Strecke BD von jedem der beiden übrigen Punkte getheilt wird, 
in einander dividiren; und ganz analog ist das andere Doppelver- 
hältoisa zwischen den Sinus zusammengesetzt. Auch folgt aus der 
Ableitung unserer Gleichung, dass es gleichgültig ist, welche Strecke 
und welchen Winkel wir als getheilt ansehen, wenn nur beide 
Doppel Verhältnisse in gleicher Weise gebildet werden; denn eine 
andere Wahl unserer vier Dreiecke würde uns zu folgender 
Gleichung geführt haben: 

sin (ad) Bin jbd) _ AD , B^ 

sin (ac) • sin (6c) ~ AC " BC' 
und es kann Ihnen nicht schwer fallen, noch mehr ähnliche 
Gleichungen für dieselben Punkte und Strahlen aufzustellen. 

Bemerkenswerth ist nun, dass diese Gleichungen gültig bleibeu, 
wenn wir die Punktreihe u in irgend eine andere schiefe Lage 
gegen den Strahlenbüschel bringen. Auch werden auf jeder anderen 
Geraden m, (Fig. 28), welche in Ä^, Bj, G^, D^ die resp. Strahlen 
(f, b, c, d sehneidet, Strecken gebildet, für welche die mit I ana- 
loge Gleichung gilt: 

1-, Bin (ah) , sin {ch] _ A^B^ C,B^ , 

^^ sin (aä) • sin (cd) ~ A^D,.' C,Di ' 

und ebenso werden Ä, B, C und J) aus jedem von 8 verschie- 
denen Punkte Sj (Fig. 29} durch vier solche Strahlen «j, 6j, c^, 
dl projicirt, daas 

.„ sin (a,b,) sin (e,b,) ^ AB_ . CB_ 

■" ain {(j.rfi) • sin (c,(J,) AD ' CD ' 

Ein Doppelverhältniss zwischm vier Elementen einer Punkt- 
reihe oder eines Strahlenbüschels I. Ordnung ändert also seinen 
Werth nicht, wenn jene Elemente durch die entsprechenden Ele- 
mente eines perspectiven geraden Gebildes oder Büschels ers^zt 
werden. (Vgl. die Collectiones des Pappus, Über VII, 129.) 
Da wir nun zwei projective einförmige Grundegebilde immer 
als erstes und letztes von einer Reihe von Grundgebilden ansehen 
können, deren jedes zum folgenden perspectiv liegt, so folgt: 

Sind zwei Grundgebilde projectiv, so ist jedes Doppelver- 
hältniss zwischen irgend vier Elementen des einen gleich dem 
analogen Doppelverhältniss zwischen den entsprechenden vier Ele- 
menten des anderen Grundgebildes. 

Sind z. B. u und m, zwei projective Punktreihen, und 
entsprechen den Punkten A, B, C, D von m die resp. Punkte 

Beje, Geometrie der Lage. I. a Aufl. 5 
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Aj^, Bj^, (7,, D^ von Mi, so besteht zwischen den Abschnitten, 
welche von diesen Punkten gebildet werden, die Proportion: 

AD ' CD ^,D, ' C,D, ' 

Steiner hat den obigen Satz bei der Definition der projec- 
tiven Verwandtschaft benutzt, und anf diese Weise seiner „syste- 
matischen Entwickelung etc." die Rechnung mit Doppel Verhält- 
nissen zu Grunde gelegt. Der Satz gilt auch für Ebenenbüschel: 
denn die Winkel zwischen den Ebenen eines solchen werden in 
einem Strahlenbüschel gemessen, dessen Ebene zur Axe des 
Ebenenbüsehels senkrecht steht, und welcher zu dem letzteren 
perspectiv ist. 

Hier ist schliesslich noch der Ort, um die metrischen Be- 
ziehungen der Winkel eines harmonischen Strahlen- oder 
Ebenenbüsehels anzugeben. Sind a, b, c, d dessen Elemente und 
A, B, C, D (Fig- 19) die vier harmonischen Punkte, in welchen sie 
von irgend einer Geraden geschnitten werden, so ergiebt sich für 
letztere --^^7 =^ — -jTp (S. 48), und daher aus I die [ 
Beziehung : 



M"&) 



aibc) 



1 (ad) 



1 (do) • 



Sechster Vortrag. 

Curven, Büschel und Eegel zweiter Ordnung. 



Im letzten Vortrage sind wir zu fönenden wichtigen Ergeb- 



1 gelangt: 
Wenn zwei projective Strah- 
lenbüschel in einer Ebene, aber 
weder concentrisch noch per- 
spectiv liegen, so bilden die 
Schnittpunkte ihrer homologen 
Strahlen eine Curve oder 
Punktreihe zweiter Ord- 
nung, die mit keiner Geraden 
mehr als zweiPunkte gemein hat. 



Wenn zwei projective Punkt- 
reihen in einer Ebene, aber weder 
in derselben Geraden noch per- 
spectiv liegen, so bilden die 
Verbindungslinien ihrer homo- 
logen Punkte einen Strahlen- 
büschel zweiter Ordnung, 
der mit keinem Büschel I. Ord- 
nung mehr als zwei Strahlen 
gemein hat. 
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Um Ihnen von diesen Gebilden zweiter Ordnung sogleich eine 
bestimmte Vorstellung zu verschaffen, führe ich schon jetzt an, 
dass die Curven II. Ordnung identisch sind mit den Kegelschnitten, 
also auch erhalten werden, wenn ein gewöhnlicher Kreiskegel 
durch eine Ebene geschnitten wird. Ein Strahlenbüschel IL Ord- 
nung aber beateht aus den Tangenten eines solchen Kegel- 
schnittes. Den Beweis für diese Behauptungen werde ich später 
führen. 

Obigen beiden Sätzen aus der ebenen Geometrie entsprechen 
die folgenden aus der Geometrie des Strahlenbündels: 



Wenn zwei projective Ebenen- 
büscbel, deren Axen sich schnei- 
den, nicht perspectiv liegen, so 
bilden die Schnittlinien ihrer 
homologen Ebenen einen Kegel 
IL Ordnung, welcher mit kei- 
ner Ebene mehr als zwei dieser 
Schnittlinien gemein hat. Der 
Schnittpunkt der beiden Axen, 
durch welchen alle Strahlen des 
Kegels gehen, heisst der „Mittel- 
punkt" des Kegels. 



Wenn zwei projective Strah- 
leubüschel, deren Ebenen sieh 
sehneiden , eoncentrisch , aber 
nicht perspectiv liegen, so bilden 
die Verbindungsebenen ihrer 
homologen Strahlen einen Ebe- 
nenbüschel II. Ordnung, 
welcher mit keinem Ebenen- 
büschel I. Ordnung mehr als 
zwei Ebenen gemein hat. Das 
Oentrum der Strahlenbüschel, 
durch welches alle Ebenen des 
Büschels II. Ordnung gehen, 
heisst der ,, Mittelpunkt" dieses 
Ebenenbüsehels. 
Den Kegel und den Ebenenbüschel II. Ordnung können wir 
mittelst der Curve und des Strahlenbusehels 11. Ordnung erzeugen, 
indem wir diese aus irgend einem nicht in ihrer Ebene gelegenen 
Punkte projicicen. Denn die beiden projectiven Strahlenbüschel 
S und S^ {Fig- 31 und 33), durch welche eine Curve II. Ordnung 
erzeugt wird, werden aus einem solchen Punkte (z. B. aus Ihrem 
Auge) durch zwei projective Ebenenbüschel projicirt, welche einen 
durch die Curve gehenden Kegel IL Ordnung mit dem Mittelpunkt 
erzev^en. Und ebenso werden ans die beiden projectiven 
Pnnktreihen u und u^ (Fig. 32), welche einen Strahlenbüsehel 
II. Ordnung erzeugen, durch zwei projective Strahlenbüschel pro- 
jicirt, und diese wiederum erzeugen einen Ebenenbüschel II. Ord- 
nung, der durch jenen Strahlenbüschel geht und zum Mittel- 
punkte hat. Umgekehrt \vird jeder Kegel II. Ordnung von einer 
nicht durch seinen Mittelpunkt gehenden Ebene in einer Curve 
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II.' Ordnung geschnitten; denn die beiden projectiven Ebenen- 
büscbel, welche den Kegel erzeugen, werden in zwei projectiven 
Strahlenbüscbeln geschnitten, welche jene Scbnittcurve erzengen. 
Wenn also mehr als zwei Strahlen des Kegels in einer Ebene 
lägen, so würden auch mehr als zwei Punkte dieser Schnittcurve 
in einer Geraden liegen, was nach dem zu Anfang wiederholten 
Satz unmöglicb ist. Analoges werden Sie leicht von den Ebenen- 
büscheln n, Ordnung beweisen können. Zugleich erkennen Sie 
die Richtigkeit des folgenden Satzes: 



Jede Onrve und jeder Strah- 
lenbüscbel II. Ordnung wird aus 
einem nicht in derselben Ebene 
gelegenen Punkte durch einen 
Kegel resp. einen Ebenenbüschel 
II. Ordnung projicirt. 

Sie ersehen hieraus, daas 



Jeder Kegel und jeder Ebenen- 
büschel II. Ordnung wird von 
einer nicht durch den Mittel- 
punkt gehenden Ebene in einer 
Curve resp. einem Strahlen- 
büschel II. Ordnung geschnitten, 
alle Resultate, die wir für die 



ebenen Gebilde II, Ordnung gewinnen, sich sofort durch Pro- 
jiciren auf die analogen Gebilde im Strahlenbündel übertragen 
lassen. Ich beschränke mich daher fürs Erste auf die Unter- 
suchung der Gurren und Strahlenbüsehel 11. Ordnung, und schicke 
folgende Bemerkung voraus: 



Die Curve k II. Ordnung, 
welche durch zwei projective 
Strahlenbüsehel Sund Sj (Fig. 31) 
erzeugt wird, geht durch die 
Mittelpunkte der letzteren. Denn 
dem Strahle S&\ oder p des 
Büschels S, d. h, der Verbin- 
dungslinie der beiden Mittel- 
punkte, entspricht, weil die Bü- 
schel nicht perspectiv liegen, 
im Büschel Sj ein von 8iS 
verschiedener Strahl p^. Der 
Schnittpunkt von^ und^^, näm- 
lich S^, gehört also der Curve 
k an, und ebenso S. 



Der Strahlenbüsehel KU. Ord- 
nung, welcher durch zwei pro- 
jective Punktreihen u und M, 
(Fig. 32) erzeugt wird, enthält 
auch die Geraden u und Mj, in 
welchen die Punktreihen liegen. 
Denn dem Punkte m% oder P 
der Punktreihe m, d, h, dem 
Schnittpunkte beider Geraden, 
entspricht, weil die Punktreihen 
nicht perspectiv liegen, in Mj 
ein von «j« verschiedener Punkt 
F^. Die Verbindungslinie PP^ 
oder Mj gehört also dem Büsche! 
K an, und ebenso u. 
Links ist ^j (Fig. 31) der einzige durch S^ gehende Strahl, 
welcher mit der Curve h nur einen Punkt, nämlich S^, gemein 
hat. Jeder von y, verschiedene Strahl «j des Büschels S^ wird 
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von dem ihm entsprechenden, von f verschiedenen Strahle a 
einem zweiten, nicht mit Sj identischen Pmikte der Curve l. g 




Flg. 32. 

schnitten. Wir sagen deshalb, der Strahl f^ „berühre" in Sj die 
Gurve fc, oder er sei eine „Tangente" von h. — Ebenso ist rechts 
(Pig. 32) P, der einzige Punkt von m^, dnrch welchen nur ein 
Strahl von Jf, nämlich Wj selbst, hindnrchgeht. Denn durch jeden 
anderen Punkt A^ von u^ geht noch ein zweiter Strahl Ä^A 
von fi', weil A nicht mit P, und also A^A nicht mit m, zu- 
sammenfallen kann. Wir nennen deshalb P^ einen „Berührungs- 
punkt" des Büschels K im Strahle m^, und können daher den 
Satz aufstellen; 
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Dem gemeinacbaftlichen Strahle 
der beiden projeetiven Strahlen- 
büschel entspricht in jedem der 
Büschel eine Tangente der von 
ihnen erzeugten Cnrve II. Ord- 
mmg. 



Dem gemeinschaftlichen Punkte 
der beiden projeetiven Punkt- 
reihen entspricht in jeder der- 
selben ein Berührungspunkt des 
von ihnen erzeugten Büschels 
n. Ordnung. 
Wie wir uns erinnern, können zwei einförmige Grundgebilde 
aaf eine einzige Art projectiv so auf einander bezogen werden, 
dass drei bestimmten Elementen des einen drei willkürlich ange- 
nommene Elemente des anderen entsprechen. Wollen wir also 
eine Cnrve 11. Ordnung mittelst projectiver Strahlenbüsehel er- 
zeugen, so können wir nicht nur die Mittelpunkte S und S^ der 
letzteren {s. Fig. 31), sondern noch drei weitere Punkte der Curve, 
nämlich die Schnittpunkte von drei Paaren entsprechender Strahlen 
der Büschel, in einer durch SS-^ gehenden Ebene willkürlich an- 
nehmen. Fällt einer dieser drei Schnittpunkte mit S zusammen, 
so ist von der Curve die Tangente im Punkte S gegeben; und 
das Gleiche kann bei S^ eintreten. — Um einen Strahlenbüschel 
IL Ordnung mittelst projectiver Punktreihen zu erzeugen, können 
wir nicht nur die Träger u und u^ der letzteren (s. Fig. 32), 
sondern noch drei weitere Strahlen des Büschels, nämlich die Ver- 
bindungslinien von drei Paaren entsprechender Punkte der Funkt- 
reihen, in einer durch u und u^ gehenden Ebene willkürlich an- 
nehmen. Fällt eine dieser Verbindungslinien mit u zusammen, so 
ist von dem Büschel II. Ordnung der Berührungspunkt im Strahle 
M gegeben; und dasselbe kann bei u^ eintreten. 

Eine Curve II. Ordnung zu 
construiren, von welcher gegeben 
sind fünfPunkte,odervier Punkte 
und die Tangente an einem der- 
selben S, oder drei Punkte und 
die Tangenten an zwei derselben 
S und «1, 



Einen Büschel IL Ordnung 
zu construiren, von welchem 
gegeben sind fünf Strahlen, oder 
vier Strahlen und der Berührungs- 
i punkt in einem derselben «, oder 
drei Strahlen unddieBerührungs- 
I punkte in zwei derselben« und Kj, 
sind folglieh ausführbar; und zwar sind sie zurückgeführt auf die 
folgenden Aufgaben: 



Zwei projective Strahleubü- 
schel S und S^ sind durch drei 
Paare einander entsprechender 
Strahlen » und a^, b und bj, 
c und Ol gegeben ; es sollen he- 



Zwei projective Punktreihen 
u und «1 sind durch drei Paare 
einander entsprecheuder Punkte 
A nnd A^, B und B^, C und 
s sollen beliebig 
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liebig viele Punkte der Carve k I viele Strahlen des Büschels K 
II. Ordnung constmirt werden, i 11. Ordnung constrnirt werden, 
welche sie mit einander erzeugen. | welchen sie erzeugen. 

Diese Aufgaben gehen darauf hinaus, zu jedem beliebigen 
vierten Elemente des einen Grundgebildes das entsprechende des 
anderen zu finden; denn damit ist zugleich ein neues Element des 
von beiden erzengten Gebildes IL Ordnung bestimmt. Ich könnte 
Sie also auf die im letzten Vortrag (S. 61) angegebene Construction 
verweisen. Doch will ich das vorliegende Problem noch einmal 
in einer mehr symmetrischen Weise lösen, besonilers weil sich 
mehrere wichtige Sätze an die Auflösung knüpfen. Dieselbe be- 
steht darin, dass wir zu den gegebenen Gmndgebilden ein drittes 
aufsuchen, welches zu jedem der ersteren perspective Lage hat; 
nämlich *) : 




Durch den Schnittpunkt ««i 
von irgend zwei einander ent^ 
sprechenden Strahlen a und üi 
der projectiven Büschel S und 
Si (Fig. 33) legen wir zwei 



In der Verbindungslinie AA^ 
von irgend zwei einander ent- 
sprechenden Punkten A und ^i, 
der projectiven Punktreihen u 
und M, (Fig. 3 



*) loh. wiederhole bei dieser Gelegenheit meinen Ratt, dass der An- 
fUnger die Figaren selber zeichne nach den Angaben des Textes, weil da- 
dnrch die Auffassung wesentlich erleichtert wird. 
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Gerade u und u^, von denen die 1 die Mittelpunkte S und S^ von 
erste u den Büschel S {ahc) in i zwei Strahlenbüscheln an, von 
einer Punktreihe u (ABC) und | denen der erste S (abc) die 




die zweite «i den Büsche! 
S](aj6iCi) in einer Punktreihe 
Mi(.4iB, Ci) schneidet. Als 
Schnitte projectiver Büschel sind 
diese Punktreihen u und Mj auch 
zu einander projectiv. Sie liegen 
aber sogar perspectiv, weil in 
ihrem Schnittpunkte zwei homo- 
loge Punkte A und A^ vereinigt 
sind (S. 57). Sie sind also 
Schnitte desjenigen Strahlen - 
büschels Sa, in dessen Mittel- 
punkt die Strahlen BB^ und 
CC^ sich schneiden. 
Um nun zu irgend einem 



Punktreihe u (AB<J), und der 
zweite SiCai^iCi) die Punkt- 
reihe u^(A^B^Cl) projicirt. 
Als Seheine projectiver Punkt- 
reihen sind diese Strahlenbüschel 
S und S( auch zu einander pro- 
jectiv. Sie liegen aber sogar 
perspectiv, weil in der Verbin- 
dungslinie SS^ ihrer Mittel- 
punkte zwei homologe Strahlen 
a und «j vereinigt sind (S- 57). 
Sie sind also Scheine derjenigen 
Punktreihe «g, welcher die 
Schnittpunkte bh^ und cc^ an- 
gehören. 
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Strahle d des Büsohels S den 
entspreehenden dj von S^ zu 
finden, projicirenwir denSclmitt- 
pimkt da oder D aus dem 
Punkte Sg auf die Gerade Mj 
nacli Di; dann ist ßjS^, der ge- 
suchte Strahl dj. Der Punkt (?rfj 
oder P liegt auf der Curve k 
H. Ordnung. 



Um nun zu irgend eiuem 
Punkte -D von u den entspreeh en- 
den Dj von Uj zu finden, schnei- 
den wir die Gerade DS oder d 
durch %, und projiciren den 
Schnittpunkt aus S^ durch den 
Strahl (f, auf die Gerade M^. 
Die Frojeetion d^u^ ist der ge- 
suchte Punkt D^. Der Strahl 
DD^ gehört zu dem Büschel K 
II. Ordnung.*) 
Hiermit sind zugleich folgende Aufgaben gel 
1 Strahle 



Auf einem beliebigt 
von S (oder S^) den zweiten, 
von S (resp. Sj) verschiedenen 
Schnittpunkt mit der Curve 
II. Ordnung zu finden. 



Durch einen beliebigen Punkt 
von M (oder Wj) den zweiten, 
von M (resp. Ml) verschiedenen 
Strahl des Büschels II. Ordnung 
zu legen. 
Indem wir auf die eben angegebene Weise auch zu dem ge- 
meinsamen Strahle der Büschel, oder anderseits zn dem Schnitte 
punkte der Punktreihen die beiden entsprechenden Strahlen reap. 
Punkte suchen, lösen wir die Aufgabe: 



Auf zwei projectiven Punkt- 
reihen, die einen Büschel II. Ord- 
nung erzeugen, die Berührungs- 
punkte dieses Büschels zu finden. 



Au den Mittelpunkten von zwei 
projectiven Strahlenbüscheln die 
Tangenten der von ihnen erzeug- 
ten Curve n. Ordnung zu con- 
struiren. 

Ein weiteres wichtiges Resultat ergiebt sich in folgender 
Weise aus unserer Constructiou. Ziehen wir einerseits links 
(Fig. 33) den Strahl S^S^ oder m^, welcher in M, und Jf von 
resp. Ml u nd u geschnitten wird, so entapricht demselben in S 
der Strahl SM; denn wenn Dj mit M^ zum Zusammenfall ge- 
bracht wird, so fallen zugleich D und P mit M zusammen. Also 
ist M derjenige Punkt, in welchem die Curve k zum zweiten 
Male von m geschnitten wird. Ebenso liegt der Punkt 7/^, in 
welchem % zum zweiten Male die Curve k schneidet, auf der 
Geraden SSg. Ich erinnere Sie hierbei, dass die willkürlieh ge- 
wählten Geraden u und Wj keiner weiteren Bedingung unterworfen 

*) In Fig. 34 ist der Büschel K U. Ordnung angedeutet durch die von 
ihm eingehüllte Carye. 
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sind, als Aase sie sich in einem Punkte der Curve h schneiden. — 
Verbinden wir anderseits rechts (Fig. 34) den Schnittpunkt 1*,% 
oder Qi mit 5", so liegt auf dieser Geraden der Pnnkt Q von u, 
welcher dem Punkte Q^ von m, entspricht, oder SQ^ ist ein 
Strahl des Büschels K II. Ordnung; nnd ebenso ist der Strahl 
S^E, welcher ans S^ den Schnittpunkt von u und u^ projicirt, 
ein Strahl von K. Da wir S nnd S^ willkürlich auf einem Strahle a 
des Büschels K gewählt haben, so ist damit die Doppelaufgabe gelöst : 



Auf irgend einer Geraden u, 
welche eine Curve k II. Ordnung 
in einem gegebenen Punkte A 
schneidet, den zweiten Schnitt- 
punkt mit k zu finden. 



Durch irgend einen Punkt S, 
welcher auf einem gegebenen 
Strahle a eines Büschels K 
II. Ordnung liegt, den zweiten 
Strahl dieses Büschels zu ziehen. 
Auch die beiden überaus fruchtbaren Sätze des Pascal und 
des Brianchon, deren ich in der Einleitung Erwähnung that, 
ergeben sich wie von selbst aus unserer Conatruction. Bestimmen 
wir links zu den fünf Punkten S, Sj, A, M und L^ der Curve & 
noch irgend einen sechsten Punkt P (Fig. 33), so hegt zufolge 
der CoustructioB von P der Schnittpunkt D von SP und u mit 
dem Schnittpunkte I)^ von SjP und Wj in einer durch S^ gehenden 
Geraden, Aber 2), Z*, und S^ sind diejenigen Punkte, in welchen 
die Gegenseiten des Sechsecks SPSiMAL^ sich sehneiden, — 
Construiren wjr anderseits rechts (Fig. 34) zu den fünf Strahlen 
u, «1, SiSj, SQi und S^R des Büschels Jf II, Ordnung noch einen 
sechsten Strahl DD^, so müssen nach der Coostruetion die Ge- 
raden SD und Sji>, sich auf der Geraden Q^^R oder v^ schneiden. 
Diese drei durch einen und denselben Punkt gehenden Geraden 
sind aber die Hauptdiagonalen, d. h. die Verbindungslinien gegen- 
überliegender Eckpunkte des Sechsecks SS^EDD^Q^. Wir haben 
somit folgende Lehrsätze bewiesen: 



Lehrsatz des Pascal:*} 
In jedem einfachen Sechseck, 
welches einer Curve II. Ordnung 
eingesehrieben ist, schneiden sich 
die drei paar Gegenseiten in drei 
Punkten einer Geraden. 



Lehrsatz des Brianchon: 
In jedem einfachen Sechseck, 
welches von sechs Strahlen eines 
Büschels II. Ordnung gebildet 
wird,schneiden sich die drei Haupt- 
Diagonalen in einem Punkte. 



*) Pascal entdeckte diese fundamentale Bigeneehaft von sechs Punkten ei 
Kegelaclinittes 1639 im Alter von 16 Jahren. Brianchon veröffentlichte sei 
ehenso fundamentalen Satz 1806 im Journal de l'Ecole polytechnique, Cahier 



Hosted by 



Google 



Curyen, Biiachel und Kegel Kweiter Ordnung. 75 

Streng genommen halten wir freilicli noch ein Bedenken zu 
beseitigen, welches bei dem Beweise dieser Sätze sich geltend 
macht. Die beiden hier in Frage kommenden Sechsecke enthalten 
Elemente, die nicht willkürlich gewählt sind; denn links z. B. 
sind wohl die Eckpunkte A, M, L^ und P, nicht aber S und Sj 
willkürlich gewählte Punkte der Curre k. Es ist aber denkbar, 
dass die Mittelpunkte S und Sj der projectiven Strahlenbiischel, 
durch welche die Cnrve erzeugt ist, durch besondere Eigenschaften 
sich auszeichnen, dass z, B. der Lehrsatz des Pascal nur für 
solche eingeschriebene Sechsecke gilt, zu deren Eckpunkten auch 
S und S, gehören. Wir wollen nun dieses Bedenken erledigen 
durch den Nachweis, dass je zwei andere Punkte der Curve ebenso- 
wohl wie S und S, die Mittelpunkte von zwei projectiven Strah- 
lenbüscheln sein können, welche die Curve erzeugen, dass also 
5 und S^ durch zwei beliebige andere Curvenpunkte ersetzt werden, 
können. Analoges gilt rechts von den Geraden u und w^, welche 
in dem Sechseck des Brianchon als Seiten vorkommen. 

Denken wir uns im Paseal'schen Sechseck SPS-^ MA L^ 
(Fig, 33) die sämmtlichen Eckpunkte ausser A fest, und nur diesen 
auf der Curve fortgleitend, so dreht sich ij,jl oder Mj um L^ und 
MA oder u um M, und die Punkte D^ und D gleiten fort auf 
den festen Geraden d^ und d, jedoch so, dass die Gerade I)D^ 
stets durch den festen Punkt 8g geht. Denn der Pascal' sehe 
Satz gilt für ein jedes so entstehende Sechseck. Folglich be- 
sehreiben D^ und Z> zwei perspective Punktreilien d^ und d, 
welche Schnitte des Strahlenbüschels iS'g sind. Und zugleich be- 
schreiben M, und u um reap. L^ und ilfzwei projective Strahlen- 
biischel, welche nämlich Scheine sind von den perspectiven Punkt- 
reihen d^ und d. Wir können also die Curve k auch als Er- 
zeugniss der projectiven Strahlenbüschel Li und M auffassen, 
deren Mittelpunkte zwei willkürliche Punkte der Curve sind. — 
Denken Sie sich ebenso im Sechseck SSiBDDjQi (Fig. 34) des 
Brianchon die Seite SS^ bewegt, während die übrigen Seiten 
unverändert bleiben, so jedoch, dass SS^ nicht aufhört, ein Strahl 
des Büschels K IL Ordnung zu sein; dann besehreibt S^ eine 
Pnnktreihe S^ß oder r^ und S eine zu rj projective Puaktreihe 
SQi oder q. Denn der Schnittpunkt der Hauptdiagonalen S^D^ 
und SD bewegt sich auf der festen Geraden Q^M und beschreibt 
in dieser eine Punktreihe m^, zu welcher q und »-^ perspectiv 
liegen. Wir können uns also den Büschel IL Ordnung auch 
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darch die projectivea Punktreihen q und r^ erzeugt denken. 
Hiermit ist bewiesen, dass die Lehrsätze des Pascal and des 
Brianchon allgemein gültig- sind, und zugleich sind wir zu fol- 
gendem Fundamentalsatze über die Curven und Strahlenbüschel 
11. Ordnung gelangt: 



Eine Curve II. Ordnung wird 
aus beliebigen zwei ihrer Punkte 
durch projective Strahlenbüschel 
projicirt, wenn nämlich je zwei 
solche Strahlen der Büschel 
einander entsprechend genannt 
werden, welche durch denselben 
Punkt der Curve geheu. 



Ein Strahlenbüschel II. Ord- 
nung wird von beliebigen zwei 
seiner Strahlen in projectiven 
Punktreihen geschnitten, wenn 
nämlich je zwei solche Punkte 
der Punktreihen einander ent^ 
sprechend genannt werden, wel- 
che auf demselben Strahle des 
Büschels liegen. 
Wir werden diese Sätze später benutzen, nru auch die Gebilde 
II. Ordnung auf einander und auf die einförmigen Gmndgebilde 
projectiv zu beziehen, ähnlich wie wir für letztere projective Be- 
ziehungen aufgestellt haben. Zu dem Ende stellen wir aof Grund 
dieser Sätze folgende Definitionen auf: 



Vier Punkte einer Curve 
IL Ordnung heissen „harmo- 
nische Punkte", wenn sie aus 
irgend einem und folglich ans 
jedem fiinften Punkte der Curve 
durch vier harmonische Strahlen 
projicirt werden. 



Vier Strahlen eines Büschels 
II. Ordnung heissen „harmo- 
nische Strahlen", wenn sie von 
irgend einem und folglich von 
jedem fiinften Strahle des Bü- 
schels in vier harmonischen 
Punkten geschnitten werden. 



Durch drei Punkte einer Curve oder drei Strahlen 
Büschels II. ■ Ordnung ist der vierte harmonische eindeutig be- 
stimmt und kann leicht construirt werden, sobald noch angegeben 
ist, von welchem der gegebenen drei Punkte oder Strahlen er 
getrennt sein soll. 

Indem wir Bezug nehmen auf einen frühereu Satz über die 
Tangenten der Curven und die Berührungspunkte der Büschel 
II. Ordnung (S. 70), folgern wir aus dem Fundamentalsatze: 

Durch jeden Punkt einerCurve 1 Auf jedem Strahl eines Bu- 
ll. Ordnung geht eine Tangente schels II. Ordnung liegt ein Be- 
derselben. j rührungspunkt desselben. 

Jede Curve II. Ordnung wird also von einer Schaar von 
Tangenten eingehüllt, und jeder Strahlenbüschel II. Ordnong um- 
hüllt eine Reihe von Berührungspunkten. Es wird eine Aufgabe 



Hosted by 



Google 



Curven, Büschel und Kegel zweiter Ordnung. 



77 



meines nächsten Vortrages sein, Ihnen zu zeigen, dasa jene Schaar 
von Tangenten und diese Reihe von Berührungspunkten Nichts 
weiter sind, als ein Strahlenbüachel und eine Punktreihe II. Ordnung. 
Andere sehr wichtige Eigenschaften der Corven und Büschel 
n. Ordnung sind in folgenden Sätzen ausgesprochen, die wir oft 
benutzen werden: 



ZweiCurven II. Ordnung fallen 
zusammen, wenn sie entweder 
fünf Punkte, oder vier Punkte 
und die Tangente an einem der- 
selben S, oder drei Punkte und 
die Tangenten an zwei derselben 
S und S] gemein haben. 

Denn projiciren wir die sämmt- 
liehen Punkte der beiden Curven 
aus dem gemeinschaftlichen 
Punkte S durch einen Büschel, 
so sind zu diesem die beiden 
Strahlenbüschel projectiv, welche 
ans dem gemeinschaftliehea 
Punkte S^ die beiden Curven 
projiciren. Letztere Büschel 
aber sind identisch, weil sie 
drei Strahlen entsprechend ge- 
mein haben; nämlich jeden 
Strahl, welcher nach einem von 
S und Sj verschiedenen gemein- 
schaftlichen Punkt der Curven 
geht, sodann den Strahl SjS, 
wenn in S die Curven eine ge- 
meinschaftliche Tangente be- 
sitzen, und endlich die Tangente 
in S^, wenn diese den Curven 
gemeinschaftlich ist. Jeder 
Strahl von S projicirt also einen 
gemeinschaftlichen Punkt der 
beiden Curven. 



Zwei Strahl enbösehel II. Ord- 
nung fallen zusammen, wenn sie 
entweder füuf Strahlen, oder 
vier Strahlen und den Berüh- 
rungspunkt in einem derselben u, 
oder drei Strahlen und die Be- 
rührungspunkte in zwei der- 
selben u und u^ gemein haben. 

Denn schneiden wir die sämmt- 
lichen Strahlen der beiden Bü- 
schel durch den gemeinschaft- 
lichen Strahl u in einer Pnnkt- 
reihe, so sind zu dieser die 
beiden Punktreihen projectiv, in 
welchen durch den gemeinschaftr 
liehen Strahl m^ die beiden Bü- 
schel geschnitten werden. Letz- 
tere Punktreihen sind aber iden- 
tisch, weil sie drei Punkte ent- 
sprechend gemein haben; näm- 
lich jeden Punkt, welcher in 
einem von u und M, verschiedenen 
gemeinschaftlichen Strahle der 
Büschel liegt, sodann den Punkt 
«%, wenn in u die Büschel einen 
gemeinschaftlichen Berührungs- 
punkt haben, und endlich den 
Berührungspunkt in u^, wenn 
dieser den Büscheln gemein- 
schaftlich ist. Durch jeden 
Punkt von m geht also noch ein 
gemeinschaftlicher Strahl der 
Büschel, 
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Folgerungen aus den Lehrsätzen des Pascal und des 
Brianchon. 



Die wichtigen Eigenschaften, welche wir von den Secksecken 
in der Curve und im Strahlenbüsohe! TL Ordnung bewiesen haben, 
führen uns zu mehreren nicht minder wichtigen Sätzen über 
ebensolche Fünfecke, Vierecke und Dreiecke. Der Ableitung 
dieser Sätze ranss ich einige Bemerkungen über die Tangenten 
der Curven und die Berührungspunkte der Büschel II. Ordnung 
vo ranschicken. 

Wir haben jede Gerade p^ (Fig- 31)i welche mit einer Curve 
II. Ordnung in einer Ebene liegt und mit ihr nur einen Punkt S^ 
gemein hat, eine Tangente der Curve am Punkte S^ genannt, und 
gefunden, dass durch jeden Punkt der Curve eine eiuzige Tangente 
möglich ist. Jeder andere durch S^ gebende Strahl a, der Ebene 
sehneidet die Curve in noch einem zweiten Punkte A. Drehen 
wir den Strahl a^ um S^, so durchläuft sein Schnittpunkt A die 
Curve, und nähert sich dem Punkte S^ ins Unbegrenzte, wenn »j 
der Tangente _?)i unbegrenzt näher kommt. Die Tangente stellt 
sich hiernach dar als die Grenzlage der Verbindungs- 
linie von zwei einander unendlich nahe kommenden (con- 
secutiven) Curvenpnnkten, und zwar lässt sich diese Definition 
anwenden auf die Tangenten, nicht allein der Curven II. Ordnung, 
sondern auch ganz beliebiger Curven, — Analog haben wir jeden 
Punkt Pj (Fig. 32), durch welchen nur ein Strahl u^ eines 
Büschels K II. Ordnung hindurchgeht, einen Berührungspunkt des 
letzteren im Strahle % genannt, und gefunden, dass auf jedem 
Strahle des Büschels K ein einziger Berührungspunkt liegt. Durch 
jeden anderen Punkt A^ von m^ geht also noch ein zweiter Strahl 
« des Büschels. Bewegen wir ^, auf Mj fort, so durchläuft a 
den Büschel K, und nähert sich dem Strahle m^ ins Unbegrenzte, 
wenn A^ dem Punkte P^ unbegrenzt näher kommt. Der Be- 
rührungspunkt stellt sich hiernach dar als die Grenz- 
lage des Schnittpunktes von zwei einander unendlich 
nahe kommenden Strahlen des Büschels, 
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Wenn also in einem Seckseok, welches einer Curve II. Ordnung 
eingeschrieben ist, irgend zwei benachbarte Eckpunkte einander 
unbegrenzt sich nähern, so tritt an die Stelle der aie verbindenden 
Seite eine Tangente der Curve; nnd wenn in einem Seekseck, dessen 
Seiten aus Strahlen eines Büschels II. Ordnung bestehen, zwei be- 
nachbarte Seiten einander unbegrenzt sich nähern, 'so tritt an die 
Stelle des Eckpnnktes, in welchem sie sich schneiden, ein Berüh- 
rungspunkt des Büschels. Jenaebdem nun ein, zwei oder drei Paare 
benachbarter Elemente zusammenfallen, geht das Sechseck über in 
ein Fünfeck, ein Viereck oder ein Dreieck. Für das Fünfeck lauten 



hiernach die Lehrsätze des PascE 
In jedem einer Curve II. Ord- 
nung eingeschriebenen Fünfeck 
liegen die Schnittpunkte von 
zwei Paaren nicht benachbarter 
Seiten mit demjenigen dritten 
Punkte in einer Geraden, in 
welchem die fünfte Seite von 
der Tangeute des gegenüber- 
liegenden Eckpunktes geschnit- 
ten wird (Fig. 35). 



1 und des Brianchon, wie folgt: 
In jedem, von Strahlen eines 
Büschels II. Ordnung gebildeten 
Fünfeck schneiden sieb die Dia- 
gonalen, welche irgendzwei Paare 
von Eckpunkten verbinden, in 
einem Punkte derjenigen Ge- 
raden, welche den fünften Eck- 
punkt mit dem Berührungs- 
punkte der gegenüberliegenden 
Seite verbindet {Fig. 36). 




Dieser Doppelsatz enthält die Lösung der beiden Aufg 
Wenn fünf beliebige Punkte Wenn fünf beliebige Strahlen 



einer Curve II. Ordnung gegeben 
sind, die Tangenten in denselben 
mittelst des Lineals zu zeichnen. 



Büschels II. Ordnung { 
geben sind, die Berührungs- 
punkte in denselben mittelst des 
Lineals zu zeichnen. 
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Für das Viereck erhalten wir die folgenden Sätze (Fig. 37): 




In jedem einer Curve II. Ord- 
nung eingeschriebenen Viereck 
liegen die Schnittpunkte der 
Gegenseiten mit demjenigen der 
Tangenten vonirgend zwei gegen- 
überliegenden Eckpunkten in 
einer 



In jedem von Strahlen eines 
Büschels IL Ordnung gebildeten 
Viereck schneiden sich die Dia- 
gonalen und die Verbindungs- 
linie der Berührungspunkte von 
ii^end zwei Gegenseiten in einem 
Punkte. 



Für das Dreieck endlich ergiebt sich 



Die drei Punkte, in welchen 
die Seiten eines beliebigen, einer 
Curve II. Ordnung eingeschrie- 
benen Dreiecks von den Tan- 
genten der gegenüberliegenden 
Eckpunkt« geschnitten werden, 
liegen auf einer Geraden. 



Die drei Geraden, welche die 
Eckpunkte eines von Strahlen 
eines Büschels II. Ordnung ge- 
bildeten Dreiecks mit den Be- 
rührungspunkten der gegenüber- 
liegenden Seiten verbinden, 
schneiden sich in einem Punkte. 



Alle diese Satze, welche auch zur Lösung einer Reihe ein- 
facher Aufgaben (namentlich derjenigen von Seite 70) benutzt 
werden können, lassen sich auch direct, ohne Benatzung des 
Sechsecks ableiten. Ich will Ihnen beispielsweise für das Viereck 
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dieseu directen Beweis geben, weil derselbe uns zugleich neue 
merkwürdige Eigenschafteu projectiver Grundgebilde aufsehlieast, 
und weil ich zudem die Sätze über das Viereck zu weiteren 
Folgerungen benutzen will. 

Um in zwei projectiven Strahlenbüsebeln S nud S^ (Fig. 33) 
zu jedem Strable des einen den entsprechenden Strahl des anderen 
leicht auffinden zu können, haben wir einen dritten Strahlen- 
büsebel S^ bestimmt, der zu jedem der ersteren perspectiv Hegt. 
Zu dem Ende schnitten wir S und Sj in den resp. Punktreihen 
ii und Wi_naittelst zwei Gerader, die wir durch den Schnittpunkt 
A von irgend zwei homologen Strahlen a und q^ der gegebenen 
Büschel legten. Da diese Pnnktreihen perspectiv liegen, so ist der 
Strahlenbüsehel S,, von welchem sie beide Schnitte sind, der s 



Diese Schlüsse gelten auch dann noch, wenn m mit «i und 
% mit a znsammenftllt (Fig. 38), so dass also die Punkte ba^ 
und h^a (d. h. B und Bj) oder ca^ und c^« (d. h, C und Cj) 
u. s. w. , in welchen zwei einander entsprechende Strahlen a und 
a^ von je zwei anderen b und b^ oder c und q wechselsweise 
geschnitten werden, mit einem festen Punkte S^ in einer Geraden 
liegen. Wird durch diesen Punkt S^ irgend eine Gerade Dß^ 
gelegt, welche in D und Z>j die resp. Strahlen «j und a schneidet, 
so sind SD und S^D-^ entsprechende Strahlen der Büacbel S und yS^. 
Bringen wir nun Dj mit S zum Zusammenfall , so geht SD in 
SS^ oder q über, so dass diesem Strahl von S der Strahl S,S 
oder q^ entspricht, welcher die Mittelpunkte der Büschel S und S^ 
verbindet. Die Gerade SSg oder q ist also eine Tangente der 
von S und Sj erzeugten Gurve II., Ordnung, und ebenso S^S^ 
oder ^j. Der feste Punkt S^ ist somit der Durchschnittepunkt 
der beiden Tangenten q und pj in S und S^, d. h. der beiden 

Be^e. Oeomelrie der Lage. I. 3. Aufi. 6 
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Strahlen, welche in jedem der Büschel S und Sj dem gemein- 
schaftlichen Strahle SS, entsprechen. Wir gelangen deshalb immer 
za demselben Punkte S^, mögen wir nun mit a und a,, oder mit 
irgend einem anderen Paare {b und &, oder c nnd Cj) homologer 
Strahlen die resp. Geraden w, und u zusammenfallen lassen. Das 
heisst: Jede Gerade, welche zwei solche Punkte (Jcj und ch^) 
verbindet, in denen irgend zwei Paare (6, l^ und c, Cj) homologer 
Strahlen sich weehselsweise schneiden, geht durch den Punkt S^. 

Um in zwei projectiven Punktreihen u und u^ (Fig. 34) zu 
jedem Punkte der einen den entsprechenden Punkt der anderen 
leicht auffinden zu können, haben wir in folgender Weise eine 
dritte Punktreihe % bestimmt, welche zu jeder der gegebenen 
perspectiv liegt. Wir projicirten u und Mj durch die resp. Strahlen- 
büschel S und Sj, deren Mittelpunkte wir anf der Verbinduugs- 
linie a von irgend zwei homologen Paukten Ä und A^ der ge- 
gebenen Punktreihen annahmen. Da diese Strahlenbüschel per- 
spectiv liegen , so ist die Punktreihe % , von welcher sie beide 
Scheine sind, die gesuchte. 

Lassen wir nun S mit A^ und S^ mit A zusammenfallen 
{Fig. 39), so geht u.^ durch diejenigen beiden Punkte von u und 




M,, welche dem Schnittpunkte utii entsprechen. Zwei 1 
Punkte D nnd D,, die einander entsprechen, werden nämlich a 
resp, A^ und A durch zwei Strahlen A^^D und AD^ projicirt, 
die sich anf der Geraden u^ schneiden. Offenbar aber fallt 
dieser Schnittpunkt nnd folglich auch Z), mit dem Punkte MjMg 
oder Pj zusammen, wenn D mit hMj oder P zum Zusammenfall 
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gebracht wird, so dass u^ wirklicli dnreli den einen (und ebenso 
durch den anderen) der beiden Punkte Pj und Q geht, welche 
dem Schnittpunkte PQi von m ulid % entsprechen. Mit anderen 
Worten: ?<2 verbindet die in u und u^ liegenden Berührungs- 
punkte des Strahlenbüschels II. Ordnung, welcher dnrch die bei- 
den Punktreiheo erzengt wird. - Wir gelangen deshalb immer 
zu derselben Geraden Wg, mögen wir nun mit A und ^4^, oder 
mit irgend einem anderen Paare {B und B^ oder C und (7,) 
homologer Punkte die resp. Mittelpunkte S, und S zusammen- 
fallen lassen. Jeder Schnittpunkt von zwei solchen Strahlen 
(BGj und Bj^C), durch welche irgend zwei Paare {B, B^ und C, 
Ci) entsprechender Punkte sieh wechselsweise projiciren, liegt 
auf der Geraden Mj. 

Die eben gewonnenen Ergebnisse lassen sich in folgendem 
i einander gegenüberstellen: 

Die beiden Geraden AB^ und 
A^B, durch welche irgend zwei 
Paare A, A^ und B, B^ ho- 
mologer Punkte der projectiven 
Punktreihen u und u^ sich 
wechselseitig projiciren, schnei- 
den sich auf der Verbindungs- 
linie Mg derjenigen beiden Punkte, 
welche dem gemeinschaftlichen 
Punkte MM, der Punktreihen 



Die beiden Punkte ab^ und 
a^b, in welchem irgend zwei 
Paare a, % und ?', b^ homologer 
Strahlen der projectiven Büschel 
S und S, sich wechselseitig 
schneiden , liegen mit dem 
Schnittpunkte S^ derjenigen 
beiden Strahlen in einer Gera- 
den, welche dem gemeinschaft- 
lichen Strahle SSi der Büschel 



Sie werden in diesen Sätzen sofort diejenigen über das Vier- 
eck in der Curve und im Strahlenbüschel II. Ordnui^ erkennen, 
wenn ich noch folgende Bemerkungen hinzufüge: 



In der Curve II. Ordnung, 
welche durch die Büschel S und 
jS, erzeugt wird, bilden die 
Punkte S, aßj, S, und 6Ö^ ein 
eingeschriebenes Viereck, in wel- 
chem a und tj, sowie a^ und b 
Gegenseiten siud, während in S^ 
sich die beiden Tangenten schnei- 
den, welche in den gegenüber- 
liegenden Eckpunkten S and S^ 
die Curve berühren. 



In dem Strahlenbüschel Il.Ord- 
nnng, welchen die Punktreihen 
M und Mj erzeugen, bilden die 
Strahlen u, AAj, u-, und BB^ 
ein Viereck, in welchem A und 
if^, sowie Ä^ und B gegenüber- 
liegende Eckpunkte sind, wäh- 
rend auf 1*2 die beiden, den 
Gegenseiten m und Uy augehören- 
den Berührungspunkte des Bü- 
schels II. Ordnung liegen. 
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DasB die obigen Sätze ganz besonders geeignet si 
jedem Elemente des einen von zwei projeetiven einförmi 
gebilden das entsprechende Blement des anderen 
auf der Hand. Denn wenn z. B. in zwei projeetiven Punktreiten 
M und M^ (Fig. 39) drei Paare eotspreelieüder Punkte gegeben 
sind, so läsat sich ans diesen die Gerade m^ sofort ableiten, welche 
dann jedem Punkte von u den entsprechenden von «i sehr ein- 
fach zn weist. 

Die soeben wiederholt bewieseneu Sätze vom Viereck in der 
Carve und im Strahlenbüschel II. Ordnung lassen sieh auch in 
der folgenden allgemeineren Form aussprechen (Fig. 37): 




Bilden vier Punkte K, L, M, 
N einer Curve IL Ordnung ein 
vollständiges Viereck, und ihre 
Tangenten k, l, m, n ein voll- 
ständiges Vierseit, so Hegen in 
den Verbindungslinien der drei 
Pnnkte X, T, Z, in welchen die 
Gegenseiten des Vierecks sich 
schneiden, je zwei Gegenpunkte 
des Vierseits. 



Bilden vier Strahlen ft, ?, m, 
n eines Büschels II. Ordnung 
ein vollständiges Vierseit, nnd 
ihre Berührungspunkte K, L, 
N, N ein vollständiges Viereck, 
so geben durch die Schnittpunkte 
X, y, Z der drei Geraden (Diago- 
nalen), welche die Gegenpnnkte 
des Vierseits verbinden, je zwei 
Gegenseiten des Vierecks. 
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Denn die früher aufgestellteii Satze gelteii links für jedes 
der drei einfachen Vierecke, aus denen das vollständige Viereck 
KLMN, und rechts für jedes der drei einfachen Vierseite, aus 
denen das vollständige Vierseit klmn zusammengesetzt ist. 

In dieser Fassung sagt aber der Satz links offenbar ganz 
dasselbe aus wie der Satz rechts; denn beide sagen aus, dass 
das Dreieck, dessen Seiten je zwei Gegenpunkte des Vierseits ver- 
binden, identisch ist mit dem Dreieck X YZ, in dessen Eckpunkten 
je zwei Gegenseiten des Vierecks sich schneiden. Ha^ aber um- 
gekehrt ein Viereck KLMN zu einem ihm umschriebenen Vier- 
seit klmn diese Lage,- so kann sowohl eine Curve II. Ordnung 
constmirt werden, welche die Geraden k, l, ni, n in den Punkten 
K, L, M, N berührt, als auch ein Büschel II. Ordnung, welcher 
die Punkte K, L, M, N in den Strahlen k, l, m, n zu Berührungs- 
punkten hat. Denn zufolge unseres Satzes hat eine Ourve 11. Ord- 
nung, welche durch die Punkte K, L, M, N hindurcbgeht, und 
in K die Gerade k berührt, auch die Geraden l, m, n zu Tan- 
genten; und es muss der Büschel II. Ordnung, welcher die Strahlen 
k, I, m, n enthält, und in k den Punkt K zum Benihrungspuukte 
hat, auch die Punkte L, M, N zu Berührungspunkten haben. 
Vier Tangenten einer Curve IL Ordnung nebst ihren vier Berüh- 
rungspunkten können daher stets als vier Strahlen eines Büschels 
II. Ordnung nebst ihren vier Berührungspunkten angesehen werden. 

Eine Curve II. Ordnung, welche durch drei Berührui^spunkte 
K, L, M eines Büschels II. Ordnung geht und in zwei K und 
L dieser Funkte die zugehörigen Strahlen k und l des Büschels 
zu Tangenten hat, geht folglicb auch durch jeden vierten Be- 
rührungspunkt N des Büschels und hat den augehörigen Strahl 
n des letzteren zur Tangente. Umgekehrt enthält ein Büschel 
II. Ordnung jede Tangente einer Curve II. Ordnung, sobald er 
drei solche enthält und die Berührungspunkte von zwei derselben 
auf der Curve liegen. Wir haben also folgende schöne Beziehung 
zwischen den Curven und Büscheln 11. Ordnung: 

Die Tangenten einer Curve | Die Berührungspunkte eines 
II. Ordnung bilden einen Strah- j Strahlenhüschels H. Ordnung 
lenbüschel II. Ordnung. | bilden eine Curve II. Ordnung. 

Seiner Wichtigkeit wegen beweise ich diesen Doppelsatz noch 
einmal auf .andere Art, wobei sich noch eine neue interessante 
Eigenschaft der Curve II. Ordnung ergeben wird. Möge von 
den vier Eckpunkten K, L, M, N (Fig. 37) eines der Curve 
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II. Ordnung eingeschriebenen Vierecks der eine K sich auf der 
Gurre bewegen, indess die übrigen drei nebst ihren resp. Tan- 
genten i, m, n ihre Ls^e nicht ändern. Dann gleitet die Tangente 
k des Punktes K auf der Curve fort, und auch ihre Schnittpunkte 
E und Ä mit den resp. Tangenten n und l bewegen sich. Es 
ist aber leicht zu erkennen, dass E und A bei dieser Bewegung 
zwei projeetive Punktreiheu in resp. n und l beschreiben, dass 
also die Tangente k einen Strahlenbüsehel II. Ordnung durch- 
läuft. Denn die beiden Diagonalen EB und AD des Vierseits 
Ic, i, m, n schneiden sieh stets in einem Punkte Y der festen 
Geraden LN, und beschreiben folglich um die festen Eckpunkte 
B und D zwei perspective Strahlenbüsehel; und von diesen sind die 
Punktreihen « und l, welche die Punkte E und A beschreiben, 
Schnitte. Damit ist der Satz links bewiesen, und der Satz rechts 
kann ganz analog bewiesen werden- 

Aneh die Gerade MK geht durch den Punkt Y und be- 
schreibt bei der Bewegung des Punktes K einen Strahlen- 
büsehel um den festen Punkt M, welcher zu dem von BE be- 
schriebenen Büschel B perspectiv und folglieh auch zu der von 
E beschriebenen Punktreihe n projeetiv ist. Daraus folgt, wenn 
K alle Punkte der Curve durchläuft: 

Sind von dner Curve IL Ordnung ein beliebiger fester 
Punkt M und eine beliebige feste Tangente n gegeben, und weisen 
wir jedem Strahle von M, welcher einen beliebigen Punkt K der 
Curve projicirt, denjenigen PunU von a zu, durch welchm die 
Tangente k des Punktes K hindwckgeht, so sind der Strahlenbüsehel 
M und die Punktrdhe n projeetiv auf mnander bezogen. 

Dieser Satz, den Chasles seinem Traite des Sections eoniques 
an die Spitze gestellt hat, ist in der Ebene sich seihst .reciprok, da 
ja, wie eben bevriesen wurde und wie aus ihm selbst folgt, die 
Tangenten einer Curve II. Ordnung stets einen Büschel II. Ord- 
nung bilden. Ich will jetzt nur eine Folgerung aus demselben 
ziehen, nämlich: 

„Die Tangenten an vier harmonischen Punkten einer Curve 
„II, Ordnung sind vier harmonische Tangenten." 
Sie werden nämlich von jeder fünften Tangente in vier harmoni- 
sehen Punkten geschnitten, weil ihre vier Berührungspunkte aus 
jedem fünften Punkte der Cuirve durch vier harmonische Strahlen 
projicirt werden. 

Den Satz, dass ein Büschel II. Ordnung von irgend zwei 
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seiner Strahlen in projectiven Punktreihen gesclmitten wird, 
können wir nunmehr auch so aussprechen: 
„Der Büschel aller Tangenten einer Curve II, Ordnung wird von 
„je zwei dieser Tangenten in projectiven Punktreihen geschnitten." 
Ebenso kann der Lehrsatz des Brianehon auch 
Fassung demjenigen des Pascal gegenübergestellt werden: 

„Von jedem einer Curve II. Ordnung „umschriebenen" Sechseck 

„(dessen Seiten die Cnrve berühren) schneiden sich die drei 

„Hauptdiagonalen in einem Punkte." 
Und zwar wird er, sowie die Sätze über das Fünfeck, Viereck 
und Dreieck im Strahlenbüschel II. Ordnung, gewöhnlich in dieser 
Form ausgesprochen. 

Ich begnüge mich damit, Ihnen noch einige der früher bewie- 
senen Sätze nebst ihren reciproken in dieser neuen Form vorzu- 
führen, jedoch übertrs^en auf die Gebilde II. Ordnung im Strahlen- 
bündel. Nach früheren Sätzen (Seite 68) wird jede Cnrve und jeder 
Strahlenbüscbel II, Ordnung aas einem nicht in derselben Ebene 
gelegenen Punkte durch einen Kegel resp. einen Ebenenbüscbel 
II. Ordnung projicirt. Jede Tangente der Curve wird durch eine 
Ebene projicirt, welche mit dem Kegel nur einen Strahl gemein 
hat, und deshalb „Berühruugsebene" desselben heisst. Ebenso 
wird jeder Berührungspunkt des Strahlenbüschels II. Ordnung 
durch einen sogenannten „Berühnmgsstrahl" des Ebenenbüschels 
projicirt, durch welchen nur eine Ebene des letzteren geht. Da 
auch umgekehrt jeder Kegel und jeder Ebenenbüschel II. Ordnung 
dnrch eine nicht den Mittelpunkt enthaltende Ebene in einer Curve 
resp. einem Strahlenbüscbel II. Ordnung geschnitten wird, so folgt; 

Die Berührnngsebenen eines Die Berührungsstrahlen eines 
Kegels II. Ordnung bilden einen Ebenenbüschels II. Ordnung bil- 
Ebeuenbiischel 11. Ordnung. den einen Kegel II. Ordnung, 

Die Strahlen eines Kegels * Die Berührungsebenen eines 
II. Ordnung werden aus je zwei Kegels II. Ordnung werden von 
unter ihnen durch projective Ehe- je zwei unter ihnen in projectiven 
nenbüschel projicirt (vgl. S, 7fi). Sta-ahlenbüscheln geschnitten. 

Aehnhch wie früher (Seite 76) können wir daher 
Definitionen aufstellen : 



Vier Strahlen eines Kegels 
II. Ordnung heissen „harmoni- 
sche Strahlen", wean sie aus 
irgend einem und folglich ans 



Vier Berührungsebenen eines 
Kegels II. Ordnung heissen „här- 
mouisehe Berührnngsebenen ", 
wenn sie von irgend einer und 
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jedem fünften Strahle der Fläche ] folglich von jeder fünften in vier 
dnrch vier harmonische Ebenen harmonischen Strahlen geachnit- 
projicirt werden, | ten werden. 

Die Lehrsätze des Pascal und des Brianchon lanten für 
den Kegel 11, Ordnung: 



In jedem einem Kegel 11. Ord- 
nung eingeschriebenen Sechskant 
schneiden sich die drei Paar 
Gegenseiten in drei Geraden, 
welche in einer Ebene liegen. 



In jedem einem Kegel II. Ord- 
nung umschriebenen Sechskant 
aehneiden sich die drei Haupt- 
diagonal-Ebenen in einer Ge- 
raden. 



wird eine nützliche Uebung für Sie sein, wenn Sie auch die 
übrigen wichtigen Sätze, welche wir für ebene Gebilde bewiesen 
haben, auf die entsprechenden Gebilde im Strahlenbündel übertragen. 

leh kehre noch einmal zu den Curven II. Ordnung zurück, 
um aus dem Satze, dass sie mit keiner Geraden mehr als zwei 
Punkte gemein haben, fiir ihren Verlauf in der Ebene eine bemer- 
kenswerthe Folgerung zu ziehen. Zufolge dieses Satzes hat nämlich 
eine solche Curve mit der unendlicb fernen Geraden ihrer Ebene 
entweder gar keinen Punkt gemein, oder einen Punkt, in welchem 
sie von der unendlich fernen Geraden berührt wird, oder endlich 
zwei Schnittpunkte. Im ersten Falle sind alle Punkte der Curve 
eigentliche Punkte und alle ihre Tangenten eigentliche Strahlen 
der Ebene, und die Curve wird eine „Ellipse" genannt (s. Figg, 33 
bis 39). Im zweiten Falle erstreckt sich die Curve mit zwei 
Äesten ins Unendliche, indem sie dem Punkte zustrebt, in welchem 
die unendlich ferne Gerade sie berührt; sie heisst dann eine 
,, Parabel" (s. Fig. 32). Im dritten Falle besteht die Curve aus 
zwei krummen Linien, deren jede mit zwei Aesten den beiden 
unendlich fernen Puhkteu zustrebt, durch welche die beiden krum- 
men Linien mit einander zusammenhängen; die Curve heisst in 
diesem Falle eine „Hyperbel" (Fig. 31). Weil die nnendlich ferne 
Gerade der Ebene die Hyperbel schneidet, so sind alle Tangenten 
der letzteren, insbesondere auch die Tangenten der beiden unendlich 
fernen Curvenpunkte, eigentliche Strahlen der Ebene. Es giebt also 
zwei Tangenten, welchen sich die Hyperbel im Unendlichen an- 
schmiegt, und welche die „Asymptoten" derselben genannt werden. 

Dieselben drei Arten von Curven 11. Ordnung können wir, auch 
aus jedem Kegel II. Ordnung herausschneiden, dessen Mittelpunkt 
nicht unendlich fem liegt. Eine durch den Mittelpunkt gellte 
Ebene S hat nämlich mit dem Kegel entweder nur diesen Punkt 
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gemein, oder sie beröhrt ihn in einem Strahle s, oder endlich sie 
achneidet ihn in zwei Strahlen p und q. Jede zu 2 parallele Ebene 
2^ schneidet im ersten Falle alle Strahlen des Kegelg in eigentlichen 
Punkten und den Kegel selbst in einer Ellipse. Im zweiten Falle 
ist die Schnittcurve eine Parabel, weil der parallele Strahl s in 
einem unendlich fernen Punkte von 2j geschnitten wird; und zwar 
ist die Schnittlinie von Sj mit der Berührungsebenö 2 die unendlich 
ferne Tangente der Parabel. Endlich im dritten Falle ist die Schnitt- 
curve eine Hyperbel, weil die zwei Strahlen p und q in ihren un- 
endlich fernen Punkten von Sj geschnitten werden. Die Ebenen, 
welche in p und q den Kegel berühren, werden von S, in den 
Asymptoten der Hyperbel geschnitten; und die Hyperbel besteht 
ans zwei krummen Linien, weil beide Hälften des Kegels von 2^ 
geschnitten werden. Wir können die Hyperbel wie jede Curve H, Ord- 
nung als eine in sieh zurücklaufende, geschlossene Curve auffassen, 
weil jeder eigentliche Kegel, durch welcher eine solche Curve pro- 
jicirt wird, eine geschlossene, in sich zurücklaufende Fläche ist, 

Zwei projective Strahlenbüschel, die schief in einer Ebene 
liegen, erzeugen eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, jenaehdem 
kein Paar einander entsprechender Strahlen, oder ein Paar oder 
zwei Paare parallel laufen. Wird also der eine Strahl enbüschel 
so in der Ebene verschoben, dass er mit dem andern coneentrisch 
wird, jedoch ohne dass seine Strahlen ihre Ilichtung ändern, so 
haben diese concentrischen BüscheJ im ersten Falle keinen, im 
zweiten Falle einen und im dritten zwei Strahlen entsprechend ge- 
mein. Der letztere Fall tritt namentlich dann ein, wenn die Büschel 
entgegengesetzt projectiv sind. Wir werden hiernach in vielen 
Fällen sofort erkennen können, ob eine durch genügend viele Be- 
dingungen, z, B. durch fünf ihrer Punkte bestimmte Curve II. Ord- 
nung eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist. 

Schwieriger ist diese Untersuchung, wenn die Curve durch 
Tangenten gegeben ist, oder durch zwei projective Punktreihen, 
welche den umhüllenden Büschel II. Ordnung erzengen. Doch 
erkennen Sie sofort, dass zwei projective Punktreihen dann und 
nur dann die sammtlichen Tangenten einer Parabel erzeugen, 
wenn ihre unendlich fernen Punkte einander entsprechen; denn 
nur in diesem Falle ist die unendlich ferne Gerade der Ebene 
eine jeuer Tangenten. Mau neunt zwei projective Pnnktreihen, 
deren unendlich fernen Punkte einander .entsprechen, projectiv 
„ähnlich". Werden sie in perspective Lage gebracht, indem 
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(Fig. 40) irgend zwei einander entsprechende eigentlielie Punkte 
derselben auf einander gelegt werden, so stellen sie sich als 




Schnitte eines Parallelstrahlenbüschels dar, indem ihr Projectiona- 
mittelpunkt auf dem unendlich fernen Strahle, also selbst unendlich 
fem liegt. Beiläufig ergiebt sieh für die Parabeltangenten die 
metrische Beziehung: 

„Je zwei Tangenten u und «, einer Parabel werden von den 
„übrigen ÄA^, BB^, -D-D^, . . . proportional getheilt" (Fig. 32). 
Daraus erklärt sich auch der Ausdruck ,,projeetiv ähnlich". 

Bei dieser Gelegenheit will ich noch folgende Sätze anführen: 

„Bewegen sich die Eckpunkte eines Dreiecks so auf drei in 

„einer Ebene gegebenen Geraden, dass zwei Seiten desselben 

„ihre Richtung nicht ändern, so besehreibt die dritte Seite ent- 

,, weder auch einen Parallelstrahlenbüachel, oder einen Büschel 

„II. Ordnung, der eine Parabel umhüllt." 

Denn durch die Parallelstrahlenbüschel , welche die ersten beiden 

Dreiecksseiten besehreiben, werden zwei von den Punktreihen der 

drei gegebenen Geraden auf die dritte und folglich auf einander 

projeebiv ähnlich bezogen. 

„Sind eine Pnnkfcreihe u und ein Strahlenbüschel S, die in 
„derselben Ebene liegen, projectiv auf einander bezogen, und 
„zieht man durch jeden Punkt von u eine Parallele zu dem ent- 
„sprechenden Strahle von S, so schneiden sich diese Parallelen 
,, entweder in einem Punkte, oder sie umhüllen eine Parabel." 
Sehneiden wir nämlich den Strahlenbüsehel S durch die unendlich 
ferne Gerade der Ebene, so erhalten wir eine unendlich ferne 
Punktreihe, welche zu u projectiv ist. Liegt dieselbe nicht per- 
spectiv zn M, so erzeugt sie mit u einen Strahlenbüschel II, Ord- 
nung, welcher auch die unendlich ferne Gerade enthält, und folg- 
lich eine Parabel amhülit. 
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Wird eine Gurre II. Ordnung ans einem unendlich fernen 
Punkte projicirt, der nicht in ihrer Ebene liegt, so erhalten wir 
einen Kegel mit unendlich fernem Mittelpunkt, dessen Strahlen 
also parallel sind. Derselbe wird ein „Cylinder" II. Ordnung 
genannt. Zwei projective Ebenenbiischel mit parallelen Axen 
erzeugen demnach entweder einen Parallelstrahlenbüachel oder 
einec Cylinder II. Ordnung. Wir theilen die Cylinder ein in 
elliptische, parabohsehe und hyperbolische, Jenachdem sie von 
irgend einer und folglich von jeder Ebene, die nicht durch ihren 
unendlich fernen Mittelpunkt geht, in ElHpsen, Parabeln oder 
Hyperbeln geschnitten werden, oder was dasselbe ist, jenachdem 
sie keinen, einen oder zwei unendlich ferne Strahlen enthalten. 



Achter Vortrag. 

Pol und Polare in Bezug auf Curven zweiter Ordnung.*) 



Die Sätze über Vierecke, welche einer Curve II. Ordnung 
eingeschrieben oder auch umschrieben sind, führen uns zu einer 
Reihe sehr wichtiger Eigenschaften dieser Curyen, Ton denen ich 
Ihnen schon in der Einleitung einzelne angegeben habe. ' Wir ge- 
langen zu denselben durch folgende Betrachtung: 

Ist in der Ebene einer Curve II. Ordnung ein Punkt U ge- 
geben (Figg, 41 und 42), der nicht auf der Curve selbst liegt, 
und legen wir durch denselben zwei die Curve schneidende Ge- 
rade oder Secanten AC und BD, so können wir diese als Dia- 
gonalen eines der Curve eingeschriebenen einfachen Vierecks 
■ABCD_ betrachten. ^ Die zwei paar Gegenseiten BC, AD und 
AB, CD dieses Vierecks schneiden sich dann in je einem Punkte 
P resp, Q, die Taugenten a und c in zwei gegenüberliegenden 
Eckpunkten A und C schneiden sieh in einem dritten Punkte £, 
und diese drei Schnittpunkte P, Q und R liegen in einer Ge- 



*) Die Pols reu theorie der Kegelschnitte wird meistens irrthümlich La 
Eire zugeschrieben. Wir verdanken sie Desargnes, der sie 1639 in seinem 

„Brouülon project d'une atteinte " entwickelte {Vgl. Desargnes Oeuvres, 

t^unies par Poudra, Paris 1864, T. L). tfebrigens beweist schon Apollonius, 
Conicornin lib. III prop. XXXVII, dass der Schnittpunkt zweier Tangenten 
eines KegelschnitteB von den Pnnkten der Beriihrnngsaehne harmonisch ge- 
trennt ist durch die Curve. 
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raden u. Auf derselben Geraden schneiden sich auch die Tan- 
geuten b und (Z, welche in den Eckpunkten B und D couatruirt 
werden können (vgl. die Sätze über das eingeschriebene Viereck 
Seite 80 und 84). 




Bezeichnen wir nun durch V und W die Schnittpunkte der 
Geraden u mit resp. AC und BI), so erkennen Sie sofort, dass 
Y Yon U harmonisch getrennt ist durch die Punkte A und 0. 
Denn von dem Viereck PBQJ) schneiden sich je zwei Gegen- 
seiten in A un d C, während die Diagonale BD durch JJ und die 
Diagonale PQ durch V geht. Ebenso sind XJ und W harmonisch 
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getrennt diireli B und D. Di e Ge rade u wird also anch gefunden, 
indem wir nur eine Secante AC durch 77 legen, anf dieser den 
Punkt V suclien, welcher durch die Curvenpunkte A und har- 
monisch von U getrennt ist, und denselben mit dem Schnittpunkte 
B der beiden in A ond C conatniirten Tangenten verbinden. 
Und wie auch die zweite Secante BD durch U gelegt werden 
möge, so müssen doch stets auf der Geraden m, welche schon durch 
die Punkte V und E völlig bestimmt ist, folgende Punkte Hegen : 

1) die Schnittpunkte P und Q der Gegenseiten des Vierecks 
AB CD, 

2) der Schnittpunkt S der beiden in B und D construirten 
Tangenten, 

3) der Punkt W, welcher von U durch die Punkte B und D 
harmonisch getrennt ist. 

Wir wollen X7 den „ Pol " der so bestimmten Geraden u nennen, 
und umgekehrt u die „Polare" des Punktes U. Die Polare eines 
gegebenen Punktes bezüglich einer Curve II, Ordnung kann man 
hiernach anf verschiedene Art, und zwar durch lineare Construc- 
tionen leicht finden. Umgekehrt kann der Pol fJ einer gegebenen 
Geraden u construirt werden, indem man aus zwei beliebigen 
Punkten B und S derselben zwei paar Tangenten a, c und b, 
d an die Curve II. Ordnung 1^ (Figg. 41 und 42). Durch den 
Pol ü gehen dann: 

1) die Diagonalen des einfachen Vierseits abcd, 

2) die Verbindungslinien A C und BJD der Berührungspunkte 
jedes Tangentenpaares, 

3) die beiden Strahlen, von denen der eine durch a und c, der 
andere durch h und d harmonisch getrennt ist von u. 

Denn der Schnittpunkt ü von AC und BD ist der Pol von «, 
weil seine Polare nach dem Obigen mit u zusammenfällt, da auf ihr 
die Schnittpunkte der in A und C, sowie in B und D construirten 
Tangentenpaare liegen. Femer sind die Geraden B U und u har- 
monisch getrennt durch a und c, weil die Punkte U und V jener 
beiden Geraden durch die Berührungspunkte A und C dieser 
Tangenten harmonisch getrennt sind; und ebenso ist SÜ von u 
harmonisch getrennt durch b und d, so dass die Behauptung 3) 
bewiesen ist. Die Richtigkeit der Behauptung 1) folgt unmittel- 
bar aus dem früher bewiesenen Satze (Seite 80) über das um- 
schriebene Vierseit. 
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■Wenn die Polare « eines Punktes U (Fig. 42) die Gurre 
n. Ordnung schneidet, so wird die Curve Yon deu beiden Geraden 
berührt, welche den Punkt U mit den Schnittpunkten verbiudet. 
Denn hätte eine dieser Geraden mit der Curve noch einen zweiten 
Punkt gemein, so müsste derselbe von dem ersten Schnittpunkte 
harmonisch getrennt seiu durch U und u, und dieser erste Schnitt- 
punkt könnte also nicht auf u liegen. Die Gerade u ist also 
diesem Falle die „Beruhmngssehne" des Punktes U, d. h. 
Gerade, welche die Berührungspunkte der beiden, aus ü an die 
Ourve II. Ordnung gelegten Tangenten verbindet. 

Alle diese Ergebnisse können wir in i 
zusammenfassen : 



Wenn durch einen Punkt U, 
welcher in der Ebene einer Curve 
II. Ordnung, aber nicht auf 
derselben liegt, beliebig viele 
Secanten durch die Cnrve ge- 
legt werden, und man be- 
stimmt: 

1) in jedem der Curve einge- 
schriebenen einfachen Vier- 
eck, welches irgend zwei 
dieser Secanten zu Diago- 
nalen hat, die Schnittpunkte 
der Gegenseiten, 

2) auf jeder Secante den Punkt, 
welcher von U durch die 
beiden Curvenpunkte harmo- 
nisch getrennt ist, 

3) dengemeinschaftHchenPunkt 
der beiden Tangenten, welche 
in den Schnittpunkten einer 
jeden Secante die Curve be- 
rühren, 

4) wenn von U Tangenten an 
die Curve gezogen werden 
können, ^ie Berührungs- 
punkte derselben, 

so liegen alle diese Punkte auf 



Wenn von behebig vielen Punk- 
ten einer Geraden u, welche in 
der Ebene einer Curve II. Ord- 
nung liegt, aber dieselbe nicht 
berührt, je zwei Tangenten an 
die Ourve gezogen werden, und 
man bestimmt: 

1) in jedem der Curve umschrie- 
benen einfachen Vierseit, 
dessen Gegenseiten von zwei 
solchen Tangentenpaaren ge- 
bildet werden, die Diago- 
nalen, 

2) für jeden Punkt von m die 
Gerade, welche durch die 
beiden Tangenten der Curve 
harmonisch von u getrennt 
ist, 

3) die Gerade, welche die Be- 
rührungspunkte eines jeden 
Tangentenpaares verbindet, 

4) wenn u die Curve schneidet, 
die beiden Tangenten in den 
Schnitt pu nkten, 

so gehen alle diese Geraden 
durch einen Punkt ü, welcher 
der Pol der Geraden w in Be- 
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zug aaf die Curve II, Ordnung 
genannt wird. 



einer Geraden «, welche die 
Polare des Punktes U in Be- 
zug auf die Curve II. Ordnung 
genannt wird. 

Liegt ein Punkt A auf der Curve II. Ordnung, und ist a die 
Tangente in diesem Punkte, so soll a die Polare von Ä heissen 
und amgekehrt A der Pol von a. Dieser Fall kann als Grenzfall 
dea vorigen betrachtet werden. Hierdurch und durch das Vor- 
hergehende ist also jedem Punkte der Ebene eine Polare in Be- 
zug auf die Curve II. Ordnung zugeordnet, und umgekehrt jeder 
Geraden ein PoL 

Wenn in der Ebene einer Curve II. Ordnung ein Punkt ge- 
geben ist, so wollen wir sagen, derselbe liege ,,ansserLalb" oder 
„innerhalb" der Curve, jenachdem durch ihn zwei oder keine 
Tangenten au die Curve gelegt werden können. Die sänimtlichen 
Punkte einer Tangeute liegen also ausserhalb der Curve; nur 
der Berührungspunkt liegt „auf" der Curve. Jede Gerade, welche 
in der Ebene der Curve liegt, enthält unendlich viele Punkte, 
welche ausserhalb der Curve liegen, weil die Gerade mit jeder 
Tangente einen Punkt gemein hat; und zwar folgen diese Punkte 
stetig auf einander, weil die Tangenten stetig aufeinander folgen. 
Alle Punkte einer Geraden, welche innerhalb der Curve liegen, 
folgen daher auch stetig auf einander. Wenn also die Ver- 
bindungslinie von zwei ausserhalb der Curve gelegenen Punkten 
die Curve sehneidet, so sind diese Punkte nicht durch die Schnitt- 
punkte von einander getrennt, sondern man kann auf der ausser- 
halb der Curve liegenden Strecke der Geraden von A nach B 
gelangen (nöthigenfalls, indem man durch den unendlich fernen 
Punkt hindurchgeht), ohne einen Curvenpunkt zu überschreiten. 
Ebenso sind zwei innerhalb der Curve liegende Punkte nicht durch 
die Curve von einander getrennt, sondern liegen auf einer von 
der Curve eingeschlossenen Strecke ihrer Verbindungslinie. Von 
zwei Punkten dagegen, welche durch die Curve von einander ge- 
trennt sind, liegt der eine innerhalb, der andere ausserhalb der 
Curve; denn sie können nach dem eben Bewiesenen weder beide 
innerhalb, noch beide ausserhalb der Curve liegen. Also:, 

,,Eine Ebene wird durch eine in ihr liegende Curve II. Ordnung 
„in zwei Theile zerlegt. Von einem behebigen Punkte des 
„einen Theils kann man zu jedem anderen Punkte desselben 
„Theiles, dagegen zu keinem Punkte des anderen Theiles ge- 
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,, langen, ohne die Curve zu überschreiten. Die Punkte des 
„einen Theilea liegen ausserhalb der Curve, und es lassen sich 
„vOn ihnen je zwei Tangenten an die Curve ziehen; die Punkte 
,,des anderen Theiles liegen innerhalb der Curve, und durch sie 
„gehen keine Tangenten." 

Ein innerhalb der Curve gelegener Punkt ist somit von jedem 
Punkte seiner Polare harmonisch getrennt durch die Curve, und 
jede durch ihn gelegte Gerade schneidet die Curve in zwei Punkten, 
während seine Polare nicht von der Curve geschnitten wird. Ein 
ausserhalb der Curve gel^ener Punkt B dagegen ist nicht von 
jedem Punkte seiner Polare durch die Cnrve getrennt; zieht man 
durch B die beiden Tangenten an die Curve, so begrenzen die- 
selben auf der Polare die Strecke der Punkte, welche von B har- 
monisch getrennt sind. Die Curve nebst allen von ihr einge- 
schlossenen Punkten ist in dem einen der beiden vollkommenen 
Winkel enthalten, welche von zwei beliebigen Tangenten gebildet 
werden. 

Wir werden von diesen Sätzen, die Ihnen vielleicht als selbst- 
verständlich erscheinen, aber nach meiner Ansicht des Beweises 
gleichwohl bedurften, später mehrfach Gebrauch machen. Zunächst 
beweise ich mit ihrer Hülfe folgenden Hauptsatz der Polaren- 
theorie : 



Die Polaren der Punkte 
einer Geraden u gehen durch 
den Pol U dieser Geraden. 
Liegt ein Punkt von u innerhalb^ 
Curve H. Ordnung, so ist er (^S 
von U harmonisch getrennt, und 
seine Polare muas deshalb durch 
U gehen. Liegt aber irgend 
ein Punkt B von u {Figg. 41 
und 42) ausserhalb der Curve, 
so kann man durch ihn zwei 
Tangenten an die Curve ziehen. 
Und die Gerade , welche den 
Berührungspunkt der einen die- 
ser Tangenten mit U verbindet, 
ist die Polare von B, weil ihr 
Pol sowohl auf M als auch auf 
jener Tangente liegen muss. 



DiePole der Strahlen eines 
Punktes ü"liegen aufder Po- 
lare m dieses Punktes. Wenn 
ein^ Strahl von U die Ourve 
H, Ordnung schneidet, so erhält 
man den Pol derselben, indem 
man an den Schnittpunkten Tan- 
genten construirt and deren 
Schnittpunkt sucht. Dieser aber 
liegt, wie vorhin bewiesen, auf 
der Polare u von U. Sehneidet 
aber irgend ein Strahl von ü 
die Curve nicht, so liegt sein 
Pol innerhalb der Curve, ist also 
von jedem Punkte des Strahles 
und folglich auch von U har- 
monisch getrennt, also wieder 
auf M gelegen. Berührt endlich 
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ein Strahl yoa JJ die Cnrve, so 
liegt der Berührungspuiikt auf 
u und ist zugleich der Pol jenes 

Strahles. 



Liegt endlich ein Punkt von « 

auf der Curve, so ist die Tan- 
gente in demselben seine Po- 
lare ; diese aber geht gleichfalls 
durch JJ. 

Von zwei Punkten der Ebene liegt hiemach entweder keiner 
oder jeder in der Polare des andern; und von zwei beliebigen 
Geraden der Ebene geht entweder keine oder jede durch den Pol 
der andern. 

Durch diese und die vorhergehenden Sätze ist das Princip 
der Reciproeität, auf welches ich spater noch einmal zurückkommen 
werde, wenigstens für das ebene Feld oder überhaupt für Grund- 
gebilde der zweiten Stufe bewiesen. Denn zu jedem ebenen Ge- 
bilde Ttönnen wir mit Hülfe einer Curve II. Ordnung ein reci- 
prokes ebenes Gebilde construiren, indem wir zu jedenj Punkte 
des ersteren die Polare, zu jeder Geraden den Pol bestimmen. 
Daher wird es künftig genügen, wenn ich für ebene Gebilde von 
je zwei reciproken Sätzen immer nur den einen beweise. 

Mit Hülfe der Polaren hat Brianchon seinen Lehrsatz aus 
demjenigen des Pascal abgeleitet. Zu jeder Seite eines der Curve 
II, Ordnung eingeschriebenen Sechsecks bestimmte er nämlich den 
Pol, indem er in den beiden auf der Seite gelegenen Eckpunkten 
Tangenten construirte und deren Schnittpunkt suchte (Fig. 43). 




-:,^= 



Den Seiten und Eckpunkten des eingeschriebenen Sechsecks ent- 
sprechen also die Eckpunkte und Seiten eines umschriebenen Sechs- 

Eej'e, Geometrie der Lige. l 3. Aufl. 7 



Hosted by 



Google 



98 Äotter Vortrag. 

eeka; und der Schnittpuiikt von zwei beliebigen Seiten des ersteren 
hat zur. Polare die Verbindungslinie der entspreebenden Eckpunkte 
des letzteren. Da nun die drei Punkte, in welcben die drei Paar 
Gegenseiten des eingeschriebenen Sechsecks sieb schneiden, in 
einer Geraden u liegen, so gehen auch die drei Geraden, welche 
die drei Paar Gegenpnnkte des umschriebenen Sechsecks verbinden, 
durch einen Punkt Uj den Pol jener Geraden u. 

Sie ersehen schon aus dieser einen Anwendung, welcher Nutzen 
aus der Polarentheorie gezogen werden kann. Mit Hülfe einer 
Curve II. Ordnung kann jetzt z. B. zu jeder ebenen Curve ein 
Strahlenbüschel gefunden werden, welcher jener Curve reeiprok 
ist, indem jeder Punkt der Cui-ve einen Strahl des Büschels zar 
Polare hat. Und den Eigenschaften der Curve werden Eigen- 
schaften des Büschels entsprechen. Wir werden später noch all- 
gemeinere Beziehungen dieser Art zu untersuchen haben. 

Sind P und Q zwei beliebige Punkte einer Geraden u (Figg. 41 
und 42), so gehen dem obigen Haupteatze zufolge ihre Polaren 
p und 2 durch den Pol U von w. Wir wollen nun P irgendwo 
auf M, dagegen Q im Schnittpunkte von u und p annehmen; dann 
bilden P, Q und U die Eckpunkte, und ihre Polaren p, q und u 
die ihnen gegenüberliegenden Seiten eines Dreiecks, Dasselbe 
wird ein „Poldreieck der Curve II. Ordnung" genannt; jeder Eck- 
punkt desselben ist der Pol der ihm gegenüberliegenden Seite. 
Für solche Poldreiecke gilt, wie ohne Weiteres einleuchtet, der 
'. {vgl. auch Fig. 37). 

Die drei Paar Gegenpunkte 
jedes vollständigen Vierseita, 
welches einer Curve II. Ordnung 
umschrieben ist, liegen auf den 
Seiten eines Poldreiecks der 
Curve {Seite 93). 
Zu jedem Poldreieck PQU können unendlich viele der Curve 
eingeschriebene Vierecke construirt werden, deren drei paar Gegen- 
seiten sich in P, Q und U schneiden. Man lege durch P eine 
Secante BC an die Curve (Figg, 41 und 42), verbinde die beiden 
Curvenpunkte B und C derselben mit dem Punkte ü und bringe 
die Geraden B V und C ^ in resp. D und Ä zum zweiten Male 
mit der Curve zum Durchschnitt; dann ist AB CD eines jener 
unendlich vielen eingeschriebenen Vierecke, wie Sie leicht selbst 
beweisen werden. 



Die drei Paar Gej 
jedes vollständigen Vierecks, 
welches einer Curve II. Ordnung 
eingeschrieben ist, schneiden sich 
in den Eckpunkten eines Pol- 
dreiecks der Curve. 
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Werden nun von dem ein gescliri ebenen Viereck die Eckpunkte 
A und C nebst dem Punkte ü festgehalten, der Punkt P aber 
auf der Polare u von U verschoben, so bewegt sich der Eck- 
punkt B auf der Curve; die Geraden FB and Q^ beschreiben 
folglieh um die Mittelpunkte C und Ä zwei projective Strahlen- 
büschel, und die Punkte P und Q beschreiben zwei projective Punkt- 
reihen, welche Schnitte jener Strahlenbüsche] sind. Wir schliessen 
daraus, dass der Strahlenbüschel, welchen die Polare UQ oder p 
des Punktes P um U beschreibt, während P die Punktreihe u 
durchläuft, zu dieser Punktreihe projectiv ist. Also: 

Wenn ein Punkt P eine Punktreihe n durchläuft, so be- 
schreibt zugleich seine Polare p einen StrMenhüschel U, welcher 
zu der Punktreihe projectiv ist. 

Durch diesen Satz wird die Abhängigkeit, in welcher eine 
behebige Figur zu ihrer Polarfigur steht, näher angegeben. Wir 
schliessen z. B. aus demselben Folgendes: 

„Sind in einer Ebene zwei Curven II. Ordnung x und 'k ge- 

„ geben, nnd bestimmen wir zu jedem Punkte der eioen x die 

„Polare in Bezug auf die andere Curve X, so umhüllen alle 

„diese Polaren eine dritte Curve II. Ordnung." 

Denn denken wir uns x durch zwei projective Strahl enbüachel 

U und V erzeugt, so entsprechen diesen zwei Punktreihen u und v, 

welche zu den Büscheln, und folghch auch zu einander projectiv 

sind. Diese Punktreihen erzengen den Büschel II. Ordnung, 

welcher jene dritte Curve II. Ordnung umhüllt. 

In der Theorie der Curven II. Ordnung werden noch die fol- 
genden Bezeichnungen häufig angewendet: 



Zwei Paukte der Ebene 
eonjagirt bezüglich einer Curve 
II. Ordnung, wenn der eine und 
folglich jeder auf der Polare des 
anderen liest. 



Zwei Gerade der Ebene h 
conj ugirt bezüglich einer Curve 
IL Ordnung, wenn die eine und 
folglich jede durch den Pol der 
anderen geht,. 



Ein Punkt ist also jedem Punkte seiner Polare, und eine 
Gerade ist jeder durch ihren Pol gehenden Geraden conjugirt. 
Die Eckpunkte und ebenso die Seiten jedes Poldreiecks der Curve 
sind paarweise conjugirt. Ein auf der Curve IL Ordnung liegen- 
der Punkt ist sieh selbst conjugirt, weil er auf seiner Polare, der 
Tangente, liegt; und eine Tangente der Curve ist sich selbst con- 
jugirt, weil sie durch ihren Pol, den Berührungspunkt, geht. 

7* 
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Wenn die Verbindungslinie 
von zwei conjugirten Punkten 
A und B die Curve II. Ordnung 
schneidet, so sind Ä und B 
durch die beiden Schnittpunkte 
harmonisch getrennt. Denn die 
Polare von A geht durch B und 
enthält alle Punkte, die von A 
durch zwei Curvenpunkte har- 
monisch getrennt sind. 



Wenn aus dem Schnittpunkte 
von zwei conjugirten Geraden a 
und b Tangenten an die Curve 
II. Ordnung möglich sind, so sind 
a und b durch diese Tangenten 
harmonisch getrennt. Denn der 
Pol von a liegt auf b und durch 
ihn gehen alle Strahlen, die von 
a durch zwei Tangenten der 
Curve harmonisch getrennt sind. 
Die Curve II. Ordnung schliesst deshalb von jedem Poldreieck 

einen Eckpunkt ein und die übrigen beiden aus; sie schneidet 

zwei Seiten des- Poldreiecks, nicht aber die dritte. 

Aus der Erklärung der conjugirten Punkte und Geraden folgt 

weiter : 

Wenn zwei Punkte A nnd B 

demselben dritten C conjugirt 

sind, 80 ist die Gorade AB die 

Polare von 0. Denn die Polare 

von C moss sowohl durch A als 

auch durch B gehen. 



Wenn zwei Gerade a und b 
derselben dritten c conjugirt sind, 
so ist ihr Schnittpunkt ab der 
Pol von c. Denn dieser Pol 
muss sowohl auf a als anch auf 
b liegen. 

Sind M und v zwei nicht conjugirte Gerade der Ebene, ho 
können wir jedem Punkte P von u den ihm conjugirten Punkt 
Pj von V zuweisen; die Punktreihen u und v sind dadurch auf 
einander projectiv bezogen. Denn v erscheint dann als Schnitt 
des Strahlenbiischels U, welcher aus den Polaren der sämmtlichen 
Punkte von u besteht und (na«h Seite 99) zu der Punktreihe u 
projectiv ist. Die Verbindungslinien von je zwei conjugirten 
Punkten P und Pj der Geraden u nnd v bilden also einen Strahlen- 
büschel L oder IL Ordnung, jenachdem der Schnittpunkt uv sich 
selbst conjugirt ist (d. b. auf der Curve II. Ordnung liegt), oder 
nicht. Da P den beiden Punkten P^ und U conjugirt ist, so ist 
Pi U die Polare von P, nnd PP^ der Geraden P^ U conjugirt. 
Jenen Strahlenbüschel I. oder II. Ordnung erhalten wir also auch, 
wenn wir durch jeden Punkt P^ von v denjenigen Strahl legen, 
welcher der Geraden Pj JJ conjugirt ist. 

Sind andererseits ü und V zwei nicht conjugirte Punkte der 
Ebene, so können wir jedem Strahle p von JJ den ihm conjugirten 
Strahl j7j von V zuweisen; die Strahlenbüschel U und V sind 
dadurch projectiv auf einander bezogen. Denn V ist dann ein 
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Sehein der Pimktreihe v, welcter die Pole der sämmtlichen 
StraUen von V angehören, und welche zu dem Strahl enhüschel 
V projectiv ist. Die Büschel U und V erzeugen daher eine Punkt- 
reihe erster oder zweiter Ordnung, jenachdem der gemeinschaft- 
liche Strahl UV sich selbst conjngirt ist (d. h. die gegebene Cnrve 
II. Ordnung berührt), oder nicht. Da p^ den beiden Strahlen 
p und V conjugirt ist, so ist pv der Pol von p^, und der Punkt 
PjP dem Punkte pv conjugirt. Jene Punktreihe I. oder II. Ord- 
nung erhalten wir auch, wenn wir in jedem Strahle p von JJ 
denjenigen Punkt bestimmen, welcher zu dem Punkte pv conjugirt 
ist. Daraas folgen die Sätze: 

Sind in der Ebene einer Cnrve II. Ordnung eine Gerade v 
und ein nicht auf derselben liegender Punkt U gegeben, und 

wird durch jeden Punkt von v 
derjenige Strahl gelegt, welcher 
der Verbindungslinie jenes Punk- 
tes mit dem Punkte U conjngirt 
ist, so umhüllen alle diese Strah- 
len eine Curve II. Ordnung; 
dieselbe beröhrt die Polare u des 
Punktes U, ferner v und die 
Tangenten der beiden Punkte, 
in denen die gegebene Curve 
11. Ordnung etwa von v ge- 
schnitten wird. Nur wenn U 
auf einer dieser beiden Tangenten 
liegt, also der Punkt uv der ge- 
gebenen Cnrve II. Ordnung an- 
gehört, erhalten wir einen Strah- 
lenbüscbel I. Ordnung statt der 
Tangenten einer Cnrve II. Ord- 
nung. 



a Strahle 
von U denjenigen Punkt, welcher 
dem Schnittpunkte des Strahles 
mit der Geraden v conjugirt ist, 
so liegen alle diese Punkte in 
einer Curve II. Ordnung; die- 
selbe geht durch den Pol V der 
Geraden v, durch U und die 
Berührungspunkte der beiden 
Tangenten, die von U an die 
gegebene Curve II. Ordnung 
etwa gezogen werden können. 
Nur wenn v durch einen dieser 
Berührungspunkte geht, also die 
Gerade OV eine Tangente der 
gegebenen Curve II. Ordnung 
ist, erhalten wir eine Punktreihe 
L statt einer Cnrve II. Ord- 
nung.*) 



*) AU besonderer Fall des HatzP? knka ist der folgende zu erwähnen; 

„Die Halbirungspuntte derjenigen Sehnen einer Curve IL Ordnung, welche 

„nach einem lieliehig gegebenen eigentlichen Punkte convergiren, liegen 

„auf einer anderen Curve II Ordnung" 

Die (irerade r liegt m diesem Falle unendlich fem, und jeder der Halhirunge- 

liunkte ist durch die Curve vou einem unendlich fernen Punkte harmonisch 

getrenn), aho demselben conjugirt. 
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Werden also links die gegebene Curve II. Ordnung und der 
Pnnkt U festgehalten , so entspricht jedem Punkt der Ehene ein 
eonjugirter Punkt, welcher mit dem ersteren auf einem Strahle 
von U liegt; jeder Geraden dagegen entspricht im Allgemeinen 
eine Curve 11. Ordnung. Werden ebenso rechts die gegebene 
Curve II, Ordnung und die Gerade v festgehalten, so entspricht 
jedem Strahl der Ebene ein conjugirter Strahl, welcher den er- 
steren in einem Punkte von v schneidet; jedem Strahlen büschel 
J. Ordnung entspricht dagegen im Allgemeinen ein Büschel 
II. Ordnung. Wir gelangen auf diese Weise au zwei besonderen 
Fällen der sogenannten „geometrischen Verwandtschaft zweiten 
Grades". 

Aus unserer Beweisführung (Seite 100 und 101) ergeben sieh 
noch folgende Sätze: 




Pig. 45. 



Ist einDreieck ÄMB^ (Fig. 44) 
einer Curve II. Ordnung einge- 
schrieben, so schneidet jede Ge- 
rade, welche der einen Seite ÄB^ 
conjugirt ist, die beiden anderen 
Seiten in zwei conjugirten Punk- 
ten. Und wenn umgekehrt eine 
Gerade von zwei Seiten des Drei- 
ecks in conjugirten Punkten ge- 



lstein Dreieck ÜVW(Fig.ib) 
einer Curve IL Ordnung um- 
schrieben, so wird jeder Punkt, 
welcher dem einen Eckpunkte 
11^ conjugirt ist, aus den beiden 
anderen Eckpunkten durch zwei 
conjugirteStrahlenprojicirt. Und 
wenn umgekehrt ein Punkt aus 
zwei Eckpunkten des Dreiecks 



Hosted by 



Google 



Pol und Polare in Bezug auf Gurven zweiter Ordnung. 103 

schnitten wird, so geht sie durch | durch conjugirte Strahlen pro- 
deu Pol der dritten Seite. jicirt wird, so liegt er an£ der 

I Polare des dritten Eckpunktes. 
Die Punktreiheu AM oder u und B^^M oder v (Fig. 44) sind 
nämlich perspectiv auf einander bezogen, wenn jedem Punkte 
von u sein conjugirter Punkt in v als entsprechender zugewiesen 
wird; denn der gemeinschaftliche Punkt M von i* und v ist sich 
selbst conjugirt. Der Mittelpunkt S des von u und v erzeugten 
Strahlenbüschels muss aber auf der in A coostruirten Tai^ente 
liegen, weil der Schnittpunkt A^ derselben mit v dem Punkte A 
conjugirt ist; und ebenso liegt S auf der Tangeute des Punktes B^. 
Folglich ist S der Pol von AB^, und jede durch S gelegte Gferade 
schneidet u und v in zwei conjugirten Punkten. — Den Satz rechts 
können Sie ganz analog beweisen; seine Richtigkeit folgt aber 
auch aus dem Princip der Reciprocität. 

Ich schliesse diese Reihe von Sätzen mit dem Beweise des 
folgenden, welcher sich umkehren lässt: 

„Wird eine Curve II. Ordnung von zwei conjugirten Strahlen 
„AC und BD geschnitten (Fig. 46), so sind die Schnittpunkte 




,,A, B, C, D vier harmonische Punkte, und die Tangenten a, 

„5, c, d derselben vier harmonische Tangenten der Curve." 

Der Pol Q von AC, in welchem die Tangenten a und c sieh 

schneiden, muss auf der Geraden BD liegen, weil diese zu AC 

conjugirt sein soll; ebenso liegt der Schnittpunkt E von b und d 



Hosted by 



Google 



104 Achter Vortrag. Pol und Polare. 

auf AC, Bezeichnen wir noch mit P den Sclmittpnnkt von AC 
TioidBD, so sind P, B, Q, D vier hannoniselie Punkte und BQ, 

b, BP, d Tier harmonische Strahlen. Also aind auch die Strahlen 
CA, CB, c, CD vier harmonische Strahlen, und die Punkte ca, 
cb, C, cd vier harmonische Punkte; d. h. die Punkte A, B, (7, B 
werden aus C und folghch ans jedem Punkte der Curve durch 
vier harmonische Strahlen projicirt, und die Tangenten a, b, c, d 
werden von c und folglich von jeder Tangente in vier harmo- 
nischen Punkten geschnitten. 

Alle für die Curve IL Ordnung soeben aufgestellten Sätze 
lassen sich wieder sofort auf den Kegel II. Ordnung übertragen, 
weil letzterer durch eine Ebene, die nicht den Mittelpunkt ent- 
hält, in einer Curve II. Ordnung geschnitten wird. Ich wieder- 
hole hier nur folgenden Satz: 

„Ist in einem Strahlenhündel ein Kegel II. Ordnung und ein 

,,-«a nicht auf demselben gelegener Strahl s gegeben, und legt 

„man durch s beliebig viele, den Kegel schneidende Ebenen, 

„bestimmt sodann: 

„1) in jeder Ebene den Strahl, welcher von s durch den Kegel 
harmonisch getrennt ist, 

„2) die gemeinschaftliche Gerade der beiden Ebenen, welche 
den Kegel in den Schnittlinien jeder Ebene berühren, 

„3) in jedem dem Kegel eingeschriebenen Vierkant, dessen 
Diagonalebenen irgend zwei jener durch s gelegten Ebenen 
sind, die Schnittlinien der Gegenseiten, 

„4) den Berührungsstrahl jeder Berührungsebene, welche durch s 
an den Kegel gelegt werden kann, 

„so liegen alle diese Strahlen in einer Ebene 2, welche die 

„Polarebene des Strahles s genannt wird." 
Ich überlasse es Ihnen, auch die übrigen Sätze der Polarentheorie 
auf den Kegel zu übertragen, und bemerke nur noch, dass s der 
„Polstrahl" der Ebene S bezüglich des Kegels II. Ordnung ge- 
nannt wird. 
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Neunter Vortrag. 

Durchmesser und Axen der Curven zweiter Ordnung. 
Grleicliungen derselben. 



Ana den Sätzen über Pol nnd Polare ergiebt sich: 
„Die Halbirnngspunkte paralleler Seimen einer Cnrve II. Ord- 
„nung liegen auf einer Geraden, welche ein Durchmesser der 
„Curve genannt wird" (yergl. Fig. 47). 




Fig. 47, 

Denn da alle diese Halbirungspuukte durch die Curve harmonisch 
getrennt sind von dem unendlich fernen Punkte der parallelen 
Sehnen, so liegen sie auf der Polare dieses Punktes. Zugleich 
ergiebt sich: 

Die Polare jedes unendlich fernen Punktes ist ein Durch- 
messer der Curve II. Ordnung, Derselbe halUrt aUe ihm con- 
jagirten Sehnen. 
Auf dem Durehmesser liegen auch die Berührungspunkte der bei- 
den ihm conjngirten Tangenten, wenn solche vorhanden sind. Je 
zwei Tangenten, die in den Endpunkten einer dem Durehmesser 
conjugirten Sehne die Curve II. Ordnung berühren, schneiden sich 
in einem Punkte des Durchmessers (Seite 94). 
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Wir fanden früher (Seite 96), dass die Polaren der Punkte 
einer Geraden sich im Pole dieser G-eradea schneiden. Für die 
Durchmesser einer Curve II. Ordnung lautet dieser Satz: 

Die Durchmesser einer Curve IL Ordnung sehneiden sich 

in einem PunHe, nämlich im Pole der unendlich fernen Geraden. 
Ist die CutYe eine Parabel, so wird dieselbe von der unendlich 
fernen Gferaden berührt, und der Berührungspunkt selbst ist {nach 
Seite 95) der Pol der unendlich fernen Geraden; also: 

„Die Durchmesser eiaer Parabel sind parallel, und gehen durch 

„den unendlich fernen Punkt der Parabel." 
Ist dagegen die Curve eine Ellipse oder Hyperbel, so ist der Pol 
der unendlich fernen Geraden ein eigentlicher Punkt; derselbe 
heisst der ,, Mittelpunkt" der Curve II, Ordnung, weil ihm fol- 
gende Eigenschaft zukommt: 

„Jede Sehne einer Curve 11. Ordnung, welche durch den Mittel- 

„punbt geht, wird in letzterem halbirt." 
Der Mittelpunkt nämlich ist von dem unendlich fernen Punkte 
der Sehne harmonisch getrennt durch die beiden Punkte, welche 
die Sehne mit der Curve II. Ordnung gemein hat. 

Die Parabel hat keinen Mittelpunkt, wie sich aus folgendem 
Satze ergiebt: 

„Wenn zwei Sehnen einer Curve II. Ordnung sich gegenseitig 

„halbiren, so ist ihr Schnittpunkt der Pol der unendlich fernen 

„Geraden, und die Sehnen selbst sind folglich Durchmesser der 

„Curve." 

Die Richtigkeit dieses Satzes erkennen Sie daraus, dass jener 
Schnittpunkt von den unendlich fernen Punkten der Sehnen durch 
die Curve harmonisch getrennt ist. Da nun der Pol der unend- 
lich fernen Geraden in Bezug auf eine Parabel identisch ist mit 
dem unendlich fernen Punkte der Parabel, so giebt es keine zwei 
Parabelsehnen, die einander halbiren. 

„Im Mittelpunkte einer Hyperbel schneiden sieh die Asymp- 

„toten derselben"; 
denn durch den Pol einer Geraden gehen allemal die Tangenten 
derjenigen Punkte, welche die Gerade mit der Curve 11. Ordnung 
gemein hat. — Der Mittelpunkt einer Hyperbel liegt ausserhalb, 
derjenige der Ellipse innerhalb der Curve (Seite 95). 

Zu jedem Durchmesser einer Ellipse oder Hyperbel giebt es 
einen eonjugirten Durchmesser; von zwei eonjngirten Durchmessern 
geht jeder durch den unendlich fernen Pol des i 



Hosted by 



Google 



Durchmesser und Äxen der Uurvcn zweifer Ordnung. 107 

„Zwei conjugirte Durchmesser einer Ellipse oder Hyperbel 
„bilden mit der unendlicb fernen Geraden allemal ein Poldreieek 
„der Cnrve. Jede Sehne der Curve, welche zu dem einen von 
„zwei conjugirten Durchmessern parallel lauft, wird durch den 
„anderen haibirt"; 
denn sie gellt durch den*Pol des letzteren. Schneidet von zwei 
conjugirten Durchmessern der eine die Curve, so sind die Tan- 
genten in den beiden Schnittpunkten dem anderen Durchmesser 
parallel, Hiemach kann zu jedem Durchmesser leicht der con- 
jugirte gefunden werden. 

„Von jedem einer Curve II. Ordnung umschriebeneu Paralle- 
„logramm sind die Diagonalen zwei conjugirte Durchmesser." 

„Von jedem einer Curve II. Ordnung eingeschriebenen Pa- 
„rallelogramm sind die Seiten zwei conjugirten Durchmessen! 
„parallel." 
Die Diagonalen sowohl des eingeschriebenen als auch des um- 
schriebenen Parallelogramms (Fig. 48) sind Durchmesser der Curve, 




weil ihr Schnittpunkt die unendlich ferne Gerade zur Polare hat 
(Seite 94). Ziehen wir durch diesen Schnittpunkt zwei Parallelen 
p, { zu den Seiten des eingeschriebenen Parallelogramms, so haibirt 
jede derselben dasjenige Paar Gegenseiten, welches der anÜeren 
parallel ist; p und q sind also zwei conjugirte Durchmesser. Auf 
p und q hegen auch die Pole der vier Seiten des eingeschriebenen 
Parallelogramms; oder p und j sind die Diagonalen desjenigen 
umschriebenen Vierecks, dessen Seiten die Curve IL Ordnung in 
den Eckpunkten des eingeschriebenen Vierecks berühren. Dieses 
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Neunter Vortrag. 



umseliiiebene Viereck ist aber ein Parallelogramm, weil die Tan- 
genten an den Endpunkten einer Durchmessersehne parallel sind, 
und zwar kann es ak ein ganz beliebiges, der Curve nmscliriebeiies 
Parallelogramm betrachtet werden. 

Der letzte Satz lässt sich auch so aussprechen: 
„Die beiden Sehnen, welche einen beliebigen Punkt einer Ellipse 
„oder Hyperbel mit den Endpunkten einer Durchmessersehne ver- 
„hinden, sind zwei conjugirten Durchmessern der Curve parallel." 
Sind also von einer Curve IL Ordnung zwei paar conjugirte 
Durchmesser und ein Punkt gegeben, so kann man leicht fünf 
weitere Punkte der Curye finden. Man ziehe denjenigen Durch- 
messer, welcher durch den gegebenen Punkt P geht, und bestimme 
dessen zweiten Schnittpunkt Q mit der Curve anf Grund des 
Satzes, dass PQ durch den Mittelpunkt halbirt wird. TJeber PQ 
als Diagonale construire man ferner zwei Parallelogramme, deren 
Seiten je einem Paare conjugirter Durchmesser parallel sind; dann 
liegen die zwei paar neuen Eckpunkte dieser Parallelogramme 
ebenfalls auf der Curve II. Ordnung. Ebenso können von einer 
Curve II. Ordnung leicht sechs Tangenten angegeben werden, 
wenn eine solche und zwei paar conjugirte Durchmesser be- 
kannt sind. 

„Wenn je zwei conjugirte Durchmesser einer Curve II. Ordnung 
„auf einander senkrecht stehen, so 
„ist die Curve ein Kreis." 
Denn in diesem Falle stehen die 
Seiten jedes eingeschriebenen Paral- 
lelogramms senkrecht aufeinander; 
das Parallelogramm ist also ein Rechte 
eck und seine Diagonalen, d. h. zwei 
beliebige und somit alle Durchmesser- 
sehnen der Curve haben gleiche Länge. 
Dass der Kreis eine Curve II. Ord- 
nung ist, folgt auch aus der Eigen- 
schaft desselben, dass Peripherie- 
winkel, die auf demselben Bogen 
stehen (wie l ÄSB und l AS^B, 
Fig. 49), gleich sind. Denn hiernach 
wird der Kreis erzeugt durch zwei 
Strahlenbüschel S und S^, die gleich und daher auch projec- 
tiv sind. Ebenso ^sst sieh direct zeigen, dass die Tangenten 
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eines Kreises einen Büschel II. Ordnung bilden. Die Kegel- 
Bchnitte der Alten, nämlich die Corven, in welchen Kegel mit 
kreisförmiger Basis durch Ebenen geschnitten werden, sind hier- 
nach Curven II. Ordnung; denn ein Kreiakegel wird aas je zwei 
seiner Strahlen durch projeetive Ebeneiibüschel projieirt. Wir 
werden später zeigen, dass nicht hlos jeder Kegelschnitt eine 
Curve II. Ordnung, sondern auch umgekehrt jede Curve II. Ord- 
nung ein Kegelschnitt ist, oder dass durch jede Curve II. Ord- 
nung Kegel gelegt werden können, die kreisförmige Schnittlinien 
haben. 

Da sich die projectiven Jligenschaften des Kreises auf diese 
einfache Weise ergeben, so haben die meisten Autoren, welche wie 
Steiner und Chasles die neuere Geometrie durch die Rechnung 
begründen, den Kreis zum Ausgangspunkt für die Untersuchung 
der Curven II. Ordnung gewählt. Bei diesem Lehrgange ist je- 
doch der Nachweis erforderlieh, dass durch projeetive einförmige 
Grnndgebilde keine anderen Curven II, Ordnung als die Kegel- 
schnitte erzeugt werden können. Denn gäbe es noch andere, so 
müssten für diese a!Ie für den Kreis aufgestellten Sätze noch 
besonders bewiesen werden, z. B, die Sätze, dass sie aus je zwei 
ihrer Punkte durch projeetive Strablenbüschel projieirt, and dass 
ihre Tangentenbüschel von j e zwei Tangenten in projectiven 
Punktreihen geschnitten werden. Wenn nämlich auch diese Sätze 
für den Kreis bewiesen sind, so lassen sie sich direct doch nur 
auf Schnitte von Kreiskegeln ausdehnen. 

„Enthält eine Curve II. Ordnung mehr als ein Paar con- 

„jugirter Durchmesser, die aufeinander senkrecht stehen, so ist 

„sie ein Kreis." 
Denn ziehen wir durch die Endpunkte A und B einer Durch- 
messersehne Parallelen zu zwei auf einander senkrechten conjugirten 
Durchmessern, so erhalten wir ein Rechteck, welches der Curve 
II. Ordnung und zugleich einem Kreise eingeschrieben ist. Jedes 
zweite Paar rechtwinkliger eonjugirter Durchmesser liefert uns 
ein zweites solches Rechteck über derselben Diagonale AB. Der 
Kreis hat also im genannten Falle mit der gegebenen Curve 
II. Ordnung ausser A und B noch mindestens vier Punkte gemein, 
und fällt daher ganz mit ihr zusammen (Seite 77), 

Stehen zwei conjugirte Durchmesser auf einander senkrecht, 
so sollen sie die ,,Axen", und ihre Schnittpunkte mit der Curve 
IL Ordnung sollen die „Scheitelpunkte" der letzteren heissen- 
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Nur der K^reis hat mehr 
jugirte Durchmesser ein 



ein Paar Axen, indem je zwei eon- 
bilden. Um die 




„Von einer Ellipse oder Hyperbel die Axen zu construiren", 
verfahren wir wie folgt. Wir beschreiben über einem Durchmesser 
AB der Curve (Fig. 50) aus deren Mittelpunkte einen Kreia, 
welcher die Tangenten an den 
Endpunkten jenes Durchmessers 
und daher auch die Curve schnei- 
det. Jeder von den beiden Halb- 
kreisen, in welche der Kreis 
durch den Durchmesser zerfällt, 
liegt dann theil weise innerhalb, 
theilweise ausserhalb der Curve, 
und hat daher noch einen 
Schnittpunkt mit dieser gemein. 
Die vier Schnittpunkte des Krei- 
ses mit der Curve sind die Eck- 
punkte eines eingeschriebenen 
Rechtecks, zu dessen Seiten die 
gesuchten Axen parallel laufen. 
Es folgt aus dieser Construction : 

„Die Ellipse sowohl wie die Hyperbel hat ein Paar Axen," 
Eine Äxe kann auch definirt werden als ein Durehmesser 
der Curve H. Ordnung, welcher senkrecht steht auf den ihm con- 
jugirten und durch ihn balbirten Sehnen, Die Parabel hat nnr 
eine Axe; dieselbe enthält die Mittelpunkte aller Sehnen, weiche 
zu der gemeinschaftlichen Richtung der Durehmesser senkrecht 
sind. Durch jede Axe zerfällt eine Curve II. Ordnung in zwei 
symmetrische Hälften. 

Zwei conjugirte Gerade sind (Seite 100) harmonisch getrennt 
durch die beiden Tangenten, welche durch ihren Schnittpunkt an 
die Curve H. Ordnung gezogen werden können. Also: 

„Je zwei conjugirte Durchmesser der Jlyperbel sind durch die 
„Asymptoten harmonisch getrennt. Der eine derselben schneidet 
„daher die Hyperbel, der andere nicht. Die Axen der Hyperbel 
„halbiren die Winkel zwischen den Asymptoten" (Seite 46). 
Auf jeder Geraden, welche zn dem einen von zwei conju- 
jirten Durchmessern parallel läuft, wird daher von den Asymp- 
toten eine Strecke eingeschlossen, deren Mittelpunkt auf dem 
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anderen Durchmesser liegt (Seite 46) Schneidet oder berührt 
die Gerade die Curve, so fallt der Jlittelpimkt der auf ihr ent- 
haltenen Sehne oder andererseits der Berührungspunkt zusammen 
mit dem Mittelpunkte )enei Strecke Daher die Sätze (vergl. 
Kg. 52): 

„Axif jeder Secant€ einer Hyperbel sind die beiden Äb- 

„ schnitte, welche zwischen der Curve und ihren Asymptoten 

„liegen, einander gleich." 

„Der Abschnitt einer Hyperbel-Tangente, welcher zwischen 

„den Asymptoten liegt, wird im Berührungspunkte halbirt." 
Der erste dieser Satze kann zu einer sehr einfachen Construction 
einer Hyperbel benutzt werden, von welcher die Asymptoten und 
ein eigentlicher Punkt gegeben sind. Auf jeder durch den Punkt 
gelegten Secante kann sofort der zweite Hyperbeipunkt gefunden 
werden. 

Die Hyperbel wird nur von einer ihrer Axen in zwei Scheitel- 
pnnkten geschnitten; die Ellipse hat vier Scheitelpunkte, da sie 
von jeder ihrer beiden Axen geschnitten wird; die Parabel hat 
uur einen eigentlichen Scheitelpunkt, weil sie von ihrer Ase zum 
zweiten Male im unendlich fernen Punkte geschnitten wird. 

Eine Hyperbel wird gleichseitig genannt,, wenn ihre 
Asymptoten auf einander senkrecht stehen. Die Winkel zwischen 
je zwei conjugirten Durchm^sem der gleichseitigen Hyperbel 
werden (Seite 46) durch die Asymptoten halhirt. Wenn sonach ein 
Durchmesser sich um den Mittelpunkt dreht, so dreht sich sein 
conjugirter Durchmesser in entgegengesetztem Sinne, jedoch so, 
dass die beiden von den Durchmessern beschriebenen Büschel 
symmetrisch gleich werden. Die projectiven Strahlenbiischel, durch 
welche die gleichseitige Hyperbel aus den Endpunkten einer Durch- 
messersehne projicirt wird, sind auch einander gleich; denn je 
zwei einander entsprechende Strahlen derselben sind zu zwei con- 
jugirten Durchmessern parallel (Seite 108), weil sie sich in einem 
Punkte der Hyperbel schneiden. 

Wird der Halbirungspunkt D einer Parabelsehne AB (Fig. 51) 
verbunden mit dem Schnittpunkte C der in A und B construirten 
Tangenten, so ist die Verbindungslinie ein Durchmesser der Pa- 
rabel: denn sie ist die Polare des unendlich fernen Punktes von 
Ab (Seite 93), Nun sind aber C und D harmonisch getrennt durch 
die beiden Schnittpunkte von CD mit der Parabel, und einer 
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dieser Scbnittpanbte liegt unendlich fem. Der andere Schnitt- 
punkt E halbirt also die Strecke OD; oder: 




„Die Gerade, welche den Pol einer Parabelsehne mit dem 
„ Halbirungspunkte derselben verfeindet, wird durch die Parabel 
„ balbirt." 
Auf gleiche Weise ergiebt sich, dass durch eine Hyperbel die 
beiden Geraden balbirt werden, welche parallel zu den Asymptoten 
aus einem beliebigen Punkte der Ebene an die Polare dieses 
Punktes gezogen werden können. 

Dieses sind die wichtigsten metrischen Beziehungen, welche 
sieh aus der Polarentheorie der Curven II. Ordnung schon jetzt er- 
geben. Aber auch aus den Sätzen üher eingeschriebene und um- 
schriebene Vierecke und Dreiecke lassen sich für diese Curven 
einige nicht unwichtige metrische Relationen ableiten, insbesondere 
aus dem Satze (vergl. S. 80): 

„Die beiden Diagonalen eines der Curve H. Ordnung umschrie- 
„benen Vierecks BB^D^D schneiden sich in einem Punkte S, 
„welcher mit den beiden Berührungspunkten von je zwei Gegen- 
„seiten in einer Geraden liegt." 
Ist die Curve eine Hyperbel, und werden (wie in Fig. 52) die 
zwei Paar Gegenseiten des Vierecks gebildet von den Asymptoten 
und irgend zwei Tangenten derselben, so liegt S auf der unend- 
lich fernen Geraden und die beiden Diagonalen BD^ und B^D 



Hosted by 



Google 



Gleichungen dor Cucyen /weiter Ordnung. 113 

laufen parallel. Die Dreiecke DjDß und 7)^5,5, welche diesellie 
GmndUnie D^B haben, sind folglich inhaltffgleicli, und ebenso die 




Dreiecke Dj^ÄD und B^AB, welche sich yon jenen um das ge- 
naeinscliaffcliehe Dreieck D^AB unterscheiden. Also: 

„Die Dreiecke, welche von den Asymptoten einer Hyperbel mit 
„beliebigen Tangenten derselben gebildet werden, sind inhalts- 
„gleich." 

Die parallelen Diagonalen BD^ und Bj^D und der Mittel- 
punkt A begrenzen auf den Asymptoten proportionale Abschnitte; 
wir haben: 

AB : AD^ = AD : AB^ oder AB . AB^ = AB . AD^, 
d. h. das Product der Abschnitte, welche eine Tangente BB^ 
(oder D-Dj) auf den beiden Asymptoten bildet, ist constant. Wir 
wollen nun durch den Berührungspunkt P der Tangente eine 
Parallele PQ zu der einen Asymptote bis an die andere ziehen. 
Dann ergiebt sich, weil P den Abschnitt BB^ der Tangente hal- 
birt (Seite 111): 

QP oder i/ = ^ AB^ und AQ oder x = ^ AB. 
Da nun AB . AB-^ sich nicht ändert, wenn die Tangente BB, 
in andere Lage gebracht wird, so bleibt auch x . y eonstant, wo 
auch der Punkt P auf der Parabel liegen möge. A!so: 

Key e, Geometrie det I^e. I, 3. Aufl. *8 
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„Wählt man die Asymptoten einer Hyperbel zu Äxen eines 
„ Systems parallele^ Coordinaten, so ist die Gleicliuiig der 
„Hyperbel xi/ = Go]isV^ 
Damit ist die synthetische Theorie der Hyperbel mit der analy- 
tischen in Verbindung gebracht. 

In den Elementen der analytischen Geometrie pflegt man die 
Ellipse und die Hyperbel durch Parallel-Coordinaten auf zwei con- 
jugirte Durchmesser zu bezieben. Indem wir dieses Verfahren auf 
unsere Curven zweiter Ordnung anwenden, beweisen wir ohne 
grosse Muhe ihre Identität mit den analytisch durch Gleichungen 
dargestellten Curven zweiten Grades. 

Von den conjugirten Durchmessern OX und OY (Fig. 53) 
schneidet mindestens der eine, OX, die Curve II. Ordnung (Seite 110), 




und die Tangenten u und «j der beiden Schnittpunkte A und C^ 
sind dem anderen Durchmesser Y parallel. Wir beweisen nun 
zunächst den Satz: 

„Das Product der Strecken AB und C^B^, welche eine beliebige 
„Tangente BB^ der Curve H. Ordnung auf den beiden parallelen 
„Tangenten u und M, abschneidet, ist constant." 
Nämlich die drei Tangenten bilden mit it^end einer vierten DD^ 
ein der Curve umschriebenes Viereck, dessen Diagonalen BD^ 
und B^D sich in einem Punkte S des Durchmessers AC^ schneiden, 
und aus der Proportion ÄB■.C^D^^=ÄD^.C-^B^, die daraus sieh 
ergiebfc, folgt sofort, A&ssAB.O^B^ gleich AD-C^Dj, also con- 
stant ist. Dieses constante Product ist positiv, etwa = -|- 6^, wenn 
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die Curve eine Ellipse ist; und zwar iat h der auf 0¥ lie gende 
Halbmesser der Ellipse, wie man leicht findet, wenn man ÖBj 
parallel zu OX zieht. Im Fall der Hyperbel ist AB . C^B^ 
negativ, etwa = — 6^, weil die Strecken AB und C-iB^ entgegea- 
gesetzten Sinn haben; und b ist die absolute Grösse der Strecken, 
welche jede der beiden Asymptoten auf den parallelen Tangenten 
M und Mj abschneidet. 

Die drei Tangenten m, Wj waABB^, von welchen die letztere 
im Punkte P die Curve berühren möge, bilden nun ein umschriebenes 
Dreieck, von welchem £, B^ und der unendlich ferne Punkt des 
Durchmessers ÖF die Eckpunkte sind; die drei Geraden, welche 
diese Eckpunkte mit den Berührungspunkten der gegenüberliegenden 
Seiten verbinden, schneiden sich folglich in einem Punkte (Seite 80), 
d. h. der Schnittpunkt B der Geraden BC^ und B^A liegt auf 
der Ordinate y oder PQ des Punktes P. Weil aber: 
QR ^ gC. ^ P.B, _ RP 
AB ~ AC, BBt ab'' 
so muss QU = EP = ^ QP^ \ y sein. 

Die Gleichung der Curve IL Ordnung ergiebt sich nun, wenn 
wir die beiden Seiten der Gleichungen: 

Q^^QC^ „„j QB__AQ_ 

AB " AC^ CiBi AC:, 

mit einander multipliciren und sodann QB = ^'ij, AB .Cj^B^^ + b*, 

ACj^=2.AO = 2a und OQ = x, also auch QC^ — a^-x und 

AQ =^ a-^ X setzen; wir erhalten dann: 

und zwar gilt das obere Vorzeichen für die Ellipse, das untere 
für die Hyperbel. Dieser Gleichung genügen die Coordinaten x, y 
eines beliebigen Punktes P der Curve IL Ordnung, wenn diese auf 
zwei conjagirte Durchmesser bezogen wird. 

Ist die Curve eine Parabel, so pflegt man zur Ordinatenaxe 
eine beliebige Tangente OF (F^, 5i) zu wählen, und zur Äbscissen- 
ase den Durchmesser OX, welcher durch den Berührungspunkt 
von OY geht. Irgend zwei andere Tangenten AP und AP^, 
welche F in j6 und B^ schneiden, bilden nun zwei Gegen- 
seiten eines Tangenten viereeks , von welchen OY und die unend- 
lich ferne Gerade der Ebene die anderen beiden Gegenseiten sind ; 
und der Schnittpunkt S der beiden Diagonalen dieses Vierecks 
liegt folglich auf den beiden Geraden PP^ und OX, welche die 
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Berühmngapunkte der zwei paar Gegenseiten verbinden. Da hier- 
nach das Viereck ABSB^ ein Parallelogramm ist und die Drei- 




ecke BPS und B^SPi äbnlieh sind, ausserdem die Ordinaten PQ 
und QiPi oder */ nnd y^ der resp. Punkte P und P, parallel 
laufen, so ergiebt sich: 



Beiläufig folgt hieraus: 



■ oder - = -r!-, 



also der schon früher bewieseue Satz, , dass zwei beliebige Tangen- 
ten AP und APj der Parabel tou den übrigen proportional ge- 
theilt werden. 

Ist nan ^Ä^|[ OX nnd K auf OY gelegen, so ergiebt sich: 

Ä^ — A^' — 1- A -££. — ML — 1_ 
OQi ~ ßjP," ~ ^1 AK ^ AB ~ y,' 

und hieraus durch Mnltiplieation : 

OQ _ 



-7i7r= i oder — = ^; 
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d. h, „ die Absciasen er und x^ der beiden Parabelpunlcte P und P^ 

„verhalten sieh zu einander wie die Quadrate der Ordinaten." 

Gewöhnlich sehreibt man diese Gleichung der Parabel in der 



Form y^ = 2 p X, indem man - 



= 2j> s 



Zehnter Vortrag. 

Regelschaaren und Regelflächen zweiter Ordnung. 



Durch projective einförmige Grundgebilde, welche entweder 
in derselben Ebene liegen, oder demselben! Strahl enbiindel ange- 
höreUi gelangen wir zu den Curven, Büscheln und Kegeln II. Ord- 
nung, Wir wollen jetzt untersueben, ob zwei beliebig zu einander 
liegende, projectiye Gmndgebilde erster Stufe nicht noch andere 
als die genannten Gebilde II. Ordnung erzeugen können. Zunächst 
finden wir: 



Ein Strahlenbüschel S erzeugt 
mit einer zu ihm projectiven 
Punktreihe u denselben Ebenen- 
biiachel I. oder II, Ordnung wie 
mit dem Büschel, durch welchen 
M aus dem Mittelpunkte von S 
projicirt wird. Denn die Ebene, 
welche irgend einen Punkt Ton 
M mit dem entsprechenden 
Strahle des erster en Büschels 
verbindet, geht auch durch den 
entsprechenden Strahl des letz- 
teren. 



Ein Strablenbüschel S erzeugt 
mit einem zu ihm projectiven 
Ebenenbnschel u dieselbe Punkt- 
reihe I. oder II. Ordnnng wie 
mit dem Büschel, in welchem u 
durch die Ebene von S geschnit- 
ten mrd. Denn der Punkt, in 
welchem irgend eine Ebene von 
M von dem entsprechenden 
Strahle des erster en Büschels 
geschnitten wird, liegt auch auf 
dem entsprechenden Strahle des 
letzteren. 



Zwei projective Strahlenbüschel, die beliebig im Baume liegen, 
erzeugen (wenigstens unmittelbar) kein neues Gebilde. Denn im 
Allgemeinen liegen zwei beliebige, einander entsprechende Strahlen 
nicht in einer Ebene, haben also anch keinen Schnittpunkt gemein. 
Ebenso erzengen eine Punktreihe und ein zu derselben projectiver 
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Zehnter Vortrag. 



Ebenenbüschel kein neues Gebilde, weil ein Punkt des ersteren 
mit der entsprechenden Ebene des letzteren kein drittes Element 
bestimmt. 

Neue Gebilde erhalten wir folglieh nur noch durch zwei pro- 
jective Punktreiben oder Ebeneubüsehel , die beliebig im Räume 
liegen. Seien u und u^ zwei projective Punktreihen, die nicht 
in einer Ebene liegen, so erzeugen dieselben, eine Schaar von 
Strahlen F, von denen jeder zwei homologe Punkte der Punkt- 
reihen verbindet. Keine zwei Gerade dieser „Regelsehaar" liegen 
in einer Ebene; denn sonst würden zwei Punkte von u und eben- 
so zwei Punkte von u^ in der Ebene liegen und folglich u und 
M^ selbst, gegen die Annahme. Die sämmtlichen Strahlen der 
Regelsehaar erfüllen eine kmmme Fläche (Eigg- 55 uud 56), welche 
eine „Regelfläche" genannt wird, und folgende Eigenschaften hat: 




Wb.55. 



„Die Eegelääche wird noch von einer zweiten Schaar U von 
„Geraden erfüllt. Jede Gerade der einen Schaar wird von jeder 
„Geraden der anderen Schaar geschnitten; dagegen liegen keine 
,, zwei Gerade aus einer und derselben Schaar in einer Ebene." 



Jede Ebene, welche durch 

einen Strahl der einen Schaar 

geht, enthält auch einen Strahl 

der anderen Scbaar. 

Seien nämlich v, i?j, jj^ irgend drei Strahlen der Schaar V, 

dass jeder dieser Strahlen zwei einander entsprechende Punkte 

1 u und M, verbindet, und sei «» eine Gerade, welche ebenfalls 



Jeder Punkt, welcher auf einem 
Strahle der einen Schaar liegt, 
ist auch auf einem Strahle der 
anderen Schaar enthalten. 



Hosted by 



Google 



Regeischaaren und Regelfläohen zweiter Ordnnng. 119 

jene drei Strahlen v, Pj. v^ schneidet, Projiciren wir dann die 
Punktreihen u und w^ ans der Äxe u^, so erhalten wir zwei pro- 
jective Ebenenhüechel, welche drei Ebenen ti2V, m^j'^ und Mgi^g, 
nad folglieh alle ihre Ebenen entsprechend gemein haben (vergl. 
Seite 56). Somit liegen je zwei homologe Punkte von u und % 
mit Mj in einer Ebene, und Mg wird daher von jedem Strahle der 
Eegelschaar V geschnitten. Dasselbe gilt von jeder anderen Ge- 
raden Mj, welche die drei Strahlen v, w,, v^ schneidet. Also: 
„Die Regelsehaar F besteht ans allen Geraden, welche drei be- 
,, liebige Strahlen v, v^, c^ ^^^ Eegelschaar Fschneiden. Ebenso 
„besteht die Sehaar V aus allen Geraden, welche drei Strahlen 
„M, Mj, % der Schaar ü schneiden," 
Jeder Strahl der einen Schaar soll ein ,, Leitstrahl" der anderen 
Schaar heissen; jede der beiden Schaaren heisst die „Leitschaar" 
der anderen. 

Die Regelfläche kann also in doppelter Weise durch eine 
Gerade besehrieben werden, indem diese an drei festen Geraden, 
von denen keine zwei in einer Ebene liegen, hingleitet. Die drei 
festen Geraden sind Leitstrahlen der Regelachaar, welche von der 
beweglichen Geraden beschrieben wird. Jeden Punkt eines Leit- 
strahls trifft die bewegliche Gerade einmal; und in jede Ebene, 
welche durch einen Leitstrahl gelegt werden kann, fällt sie ein- 
mal hinein (vergl. Seite 27), Die vorhin aufgestellten Sätze sind 
hierdurch bewiesen. 

Zwei projective Ebeuenbüschel u und %, deren Äxen nicht 
in einer Ebene liegen, erzeugen ebenfalls eine Regelschaar V. 
Dieselbe erhalten wir auch mittelst der projectiven Punktreihen 
M, M^, von denen die erstere ein Schnitt des Büschels u-, mit der 
Geraden u ist, und die letztere ein S.chnitt des Büschels u mit der 
Geraden Mj. Denn jede Gerade, in welcher zwei entsprechende 
Ebenen jener Büschel sich schneiden, verbindet auch zwei ent- 
sprechende Punkte dieser Puuktreihen. 

Eine Regelschaar wird von je | Eine Eegelschaar wird aus je 
zwei ihrer Leitstrahlen in pro- zwei ihrer Leitstrahlen durch pro- 
jectiven Punktreihen geschnitten. I jective Ebenenbüschel projicirt. 
Denn seien w, w^, w^ drei Leitstrahlen der Eegelschaar, so 
dass jeder Strahl der letzteren von w, mj^, w^ geschnitten wird. 
Wir erhalten alsdann beliebig viele Strahlen der Regelschaar, ih- 
dem wir entweder durch w^ beliebig viele Ebenen legen, und in 
jeder derselben die beiden Punkte verbinden, in welchen w und mi^ 
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voll ihr geschnitten werden, oder indem wir in w^ beliebig viele 
Punkte annehmen, und die Schnittlinie der beiden Ebenen auf- 
suchen, welche jeder dieser Punkte mit w und w^ bestimmt. Die 
Regelschaar wird also von den beiden Leitstrablen w und Wj in 
zwei Punktreihen geschnitten, welche zu dem Ebeneubüscbel w^ 
perspectiv liegen; zugleich wird sie aus w und Wj durch zwei 
Ebenenbüschel projicirt, welche zu der Junbtreihe w^ perspectiv 
liegen, und folglieh projeetiv sind. 

„Vier Strahlen einer Kegelschaar sollen harmonische 
„Strahlen genannt werden, wenn sie von einem und folglich 
„von jedem Leitstrahle der Schaar in vier harmonischen Punkten 
„geschnitten, also auch aus jedem Leitstrahle durch vier har- 
„raonische Ebenen projicirt werden." 

Sind nämlich w und w^ zwei Leitstrableu der Regelschaar, 
so sind durch letztere die Punktreihen w und w^ projeetiv auf 
einander bezogen; und wenn irgend vier Strahlen der Regelschaar 
von iP in harmonischen Punkten geschnitten werden, so sind folglich 
auch ihre Schnittpunkte mit m?, vier harmonische. Zugleich aber 
werden die vier Strahlen aus w^ durch vier harmonische Ebenen 
projicirt; denn diese Ebenen gehen durch die vier in w liegenden 
harmonischen Schnittpunkte. 

Durch drei Strahien a, b, c im Räume, von denen keine zwei 
in einer Ebene liegen, ist ein vierter harmonischer Strahl d be- 
stimmt, welcher von einem jener drei, z. B. von b, getrennt ist, 
Suchen wir auf irgend einer Geraden, welche die drei gegebenen 
schneidet, zu den Schnittpunkten den vierten harmonischen Punkt, 
so liegt dieser auf d. Ueberhaupt ist d ein vierter Strahl der 
Regelschaar, zu welcher die Strahlen a, b, c gehören, und ist in 
dieser durch a und c harmonisch getrennt von b. 

Wenn eine Gerade mehr als zwei Punkte mit einer Regel- 
fläche gemein hat, so fällt sie ganz in letztere hinein; denn sie 
sehneidet dann mehr als zwei Gerade der einen Schaar, muss also 
ein Leitstrahl dieser Schaar sein und der zweiten Regelschaar an- 
gehören. Wegen dieser Eigenschaft wird die Eegelfläche zum 
Unterschiede von anderen geradlinigen Flächen auch wohl eine 
„Regelfläche zweiter Ordnung" genannt. Eine Ebene, welche 
die Regelfläche in einem Strahle u der einen Schaar und folglich 
(nach Seite 118) auch noch in einem Strahle v der anderen Schaar 
sehneidet, hat deshalb ausser den Geraden u und v keinen Punkt 
P mit der Fläche gemein. Denn sonst würde jede Gerade, welche 
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durch P geht, und u und v in je einem Punkte achneidet, der 
Regelfläche angehören, die ganze Ebene also mit letzterer zu- 
sammenfallen, was unmöglich ist. Da nun jede dritte Gerade der 
Ebene, welche durch den Schnittpunkt von u und v hindurchgeht, 
nur diesen Schnittpunkt uv mit der Eegelfläche gemein hat, also 
dieselbe berührt, so wollen wir sagen, „die Kegelfläche werde von 
der Ebene im Punkte uv bei-ührt". 

„Die Anzahl der Beriihrungsebenen, die durch eine Gerade an 
„die Regelfläche gelegt werden können, ist gleich der Anzahl 
„der Punkte, welche die Gerade mit der Eegelfläche gemein 
„hat. Die Regelfiäche ist von der zweiten Classe". 
Denn da in jeder solchen Berührungsebene ein Strahl der einen 
(und auch ein Strahl der anderen) Regelschaar enthalten ist, so 
hat die gegebene Gerade mit diesem Strahle einen Schnittpunkt 
gemein. Es fallen aber keine zwei solche Schnittpunkte auf ein- 
ander, weil keine zwei Strahlen einer Regelschaar in einerlei 
Ebene liegen. Daraus folgt, dass eine Gerade ganz in die Regel- 
flache hineinfällt, wenn in ihr mehr als zwei Berührungsebenen 
derselben sich schneiden. 

Denken Sie sich eine Regelschaar durch zwei projective 
Ebenenbüschel erzeugt, und diese durch eine beliebige Ebene ^ 
geschnitten, so erhalten Sie in der Ebene zwei projective Strahlen- 
büschel, und jeder Schnittpunkt von irgend zwei homologen 
Strahlen der letzteren hegt auf einem Strahle der Regelschaar. 
Denken Sie sich dagegen die Regelschaar durch zwei projective 
Punktreihen erzeugt, und projiciren Sie diese ans einem beliebigen 
Punkte S, so erhalten Sie zwei concentrisehe projective Strahlen- 
büschel, und jede Verbindungsebene von irgend zwei homologen 
Strahlen der letzteren geht durch einen Strahl der Regelschaar. 
i ergiebt sich der erste Theil der Sätze: 

Eine Regelschaar wird aus 
jedem Punkte S, welcher auf 
keinem Strahle derselben liegt, 
durch einen Ebenenbüschel II. 
Ordnung projicirt. Die Punkte, 
in welchen die Regelfläche von 
den Ebenen eines solchen Bü- 
schels berührt wird, liegen auf 
einer Curve IL Ordnung. 



Eine Regelschaar wird durch 
jede Ebene 2, welche keinen 
Strahl derselben enthält, in einer 
Curve II. Ordnung geschnitten. 
Die Ebenen, welche die Regel- 
fläche in den Punkten einer 
solchen Curve II. Ordnung be- 
rühren , bilden einen Ebenen- 
büschel II Ordnung. 
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Um die zweite Hälfte zunächst des Satzes reehiß zu beweisen, 
legen wir durch drei von den Berührungspunkten eine Ebene. 
Dieselbe achneidet den Ebenenbäschel in einem Strahlenbüschel 
II. Ordnung, von welchem jene drei Punkte Berührnngspunkte sind, 
und welcher eine Curve II. Ordnung einhüllt. Aber diese Curve 
II. Ordnung ist identisch mit derjenigen, in welcher die Regel- 
fläche von der Ebene geschnitten wird, weil beide Curven die 
drei Berührungspunkte und deren drei Tangenten gemein haben. 
Ganz analog wird der Satz links bewiesen, indem man durch den 
Schnittpunkt von irgend drei Beruh rungsebenen einen Büschel von 
Her üb rungs ebenen an die Regel fläche legt. 

Eine Regelfläche II. Ordnung soll ein ,, einfaches oder ein- 
sehaliges Hyperboloid " heissen (Fig. 55), wenn sie keine unendlich 
ferne Gerade enthält, sondern mit der unendlich fernen Ebene 
eine Curve II. Ordnung gemein hat. Dagegen wird sie ein „hyper- 
bolisches Paraboloid " genannt (Fig. 56), wenn die eine und folg- 
lich (Seite 118) jede ihrer beiden Eegelschaaren einen unendlich 
fernen Strahl besitzt. Jede der beiden Regeischaaren eines hyper- 
bolischen Paraboloides wird von je zwei ihrer Leitstrahlen in pro- 
jectiv ,, ähnlichen" Punktreihen geschnitten, deren unendlich ferne 
Punkte einander entsprechen. Ein hyperbolisches Paraboloid wird 
auch beschrieben durch eine Gerade, welche an zwei ,, windschiefen," 
d. h. sich nicht achneidenden, . festen Geraden u und «j hingleitet, 
dabei aber einer festen Ebene parallel bleibt, welche die Richtung 
von u oder % nicht enthält. Denn die bewegliche Gerade 
schneidet nicht nur u und %, sondern ausserdem die unendlich 
ferne Gerade der gegebenen Ebene; sie beschreibt also eine Regel- 
fiäche, welche einen \ind folglich noch einen zweiten unendlich 
fernen Strahl enthält. Das hyperbolische Paraboloid wird von 
jeder Ebene, welche durch keinen Strahl desselben geht, in einer 
Hyperbel, und nur wenn die Ebene eine ganz bestimmte Richtung 
enthält, in einer Parabel geschnitten. Die Schnittcurve IL Ord- 
nung geht nämlich durch die beiden Punkte, in welchen die un- 
endlich fernen Strahlen der Fläche von der Ebene geschnitten 
werden, und diese Punkte fallen nur dann zusammen, wenn die 
Ebene den gemeinschaftlichen Punkt der unendhch fernen Strahlen 
enthält. 

Das einschalige Hyperboloid wird nicht, wie das hyperbolische 
Paraboloid, von der unendlich fern,en Ebene berührt, sondern von 
derselben in einer Curve II. Ordnung geschnitten. Die Beruh- 
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rnngsebenen in den nnendlich fernen Punkten des Hyperboloides 
sind daher sämmtlich eigentliche Ebenen, welche (nach Seite 121) 
sich in einem Punkte S sehneiden und einen Ebenen bnschel 
II, Ordnung bilden. Der von letzterem eingehüllte Kegel S II. Ord- 
nung schmiegt sich dem Hyperboloid an in seiner unendlich fernen 
Curve, und wird der „Asymptotenkegel" desselben genannt. Jeder 
Strahl des Asymptotenkegels läuft zu je einem Strahle der beiden 
Eegelschaaren parallel, indem er den unendlich fernen Punkt des- 
selben enthält. Eine beliebige Ebene, welche durch keinen Strahl 
des einfachen Hyperboloides hindurchgeht, schneidet dasselbe in 
einer Hyperbel, Parabel oder Elhpse, jenachdem sie mit der un- 
endlich fernen Curve des Hyperboloides zwei Punkte," einen oder 
keinen Punkt gemein hat, oder was dasselbe ist, jenachdem sie 
zu zwei Strahlen, oder nur zu einem oder zu keinem Strahle des 
Asynaptotenkegels parallel ist. 

Ich füge noch folgenden Satz hinzu, der sieh aus dem Bis- 
herigen ergiebt: 

„Wird zu jedem Strahle einer Regelschaar eine Parallele dnrch 
„einen beliebig gegebeneu Punkt gelegt, so liegen alle diese 
„Parallelen in einer Asymptoten -Ebene oder in einem Kegel 
,,II. Ordnung, jenachdem die Eegelschaar einem hyperholi- 
„seben Paraboloid oder einem einsehaligen Hyperboloid an- 
„ gehört." 

Ein hyperbolisches Paraboloid wird „gleichseitig" genannt, 
wenn die Strahlen seiner beiden Regeischaaren zu zwei auf 
einander senkrechten Ebenen parallel laufen. Jede ßegelschaar 
des gleichseitigen Paraboloides enthält einen Strahl, welcher die 
Leitebene und damit jeden Strahl der anderen Schaar recht- 
winklig schneidet. 



Eilfter Vortrag. 

Projective Verwandtschaft von Elementargebilden. 



Durch projective einförmige Grundgebilde können fünf Ge- 
bilde aweiter Ordnung erzeugt werden, wie wir gesehen haben, 
nämlich die Curve oder Punktreihe II. Ordnung, der Strablen- 
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and der Bbenenbfiseliel IT. Ordnui^, der Kegel IT. Ordnung und 
die Regelaehaar. Es ist zweckmässig, mit you Staudt diese 
fünf Gebilde IT. Ordnung und die drei einförmigen Grnndgebilde 
zusammenzufassen unter dem gemeinscbaftliehen Namen Elemen- 
targebilde, Zu den Elementargebildcn geboren dann zwei 
Punktgebilde, nämlicb die Punktreihen I. und IT. Ordnung, ferner 
zwei Ebenengebilde, nämlicli die Ebenenbüacbel I. und II. Ordnung, 
und endlich vier Strahlengebilde, nämlich die Strahlenbüschel 
I. und TI, Ordnung, der Kegel II. Ordnung und die Regelschaar. 
Mein gegenwärtiger Vortrag nun wird Ihnen zeigen, da8s wir 
auch diese Elementargebilde in analoger Weise auf einander be- 
ziehen können wie die einförmigen Grundgebilde. Das Gebiet 
unserer Untersuchungen erweitert sieb dadurch bedeutend; nament- 
lich erkennen Sie sofort, dass wir auf diese Weise zu einer grossen 
Anzahl neuer Punkt-, Strahlen- und Ebenen-Gebilde gelangen, 
die ebenso bemerkenswerthe Eigenschaften besitzen, wie die bisher 
betrachteten. Zugleich aber werden wir zu weiteren wichtigen 
Sätzen über die Gebilde II. Ordnung gefübrt, welche auf anderem 
Wege schwerlich so leicht sich ergeben möchten. 

Zunächst erinnere ich Sie an folgende früher aufgestellte 

Sätze, welche auch als Definitionen der harmonischen Elemente 

i Gebilden IL Ordnung aufgefasst werden können: 



Vier harraonisebe Punkte einer 
Curve II. Ordnung werden aus 
jedem fünften Punkte der Curve 
durch vier harmonische Strahlen 
projicirt (Seite 76). 

Vier harmonische Strahlen 
eines Kegels Tl. Ordnung werden 
aus jedem fünften Strahle des 
Kegels durch vier harmonische 
Ebenen projicirt (Seite 87). 



Vier harmonische Ebenen eines 
Ebenenhüsehels II. OMnuug wer- 
den von jeder fünften Ebene des 
Büschels in Tier hacmouischeu 
Strahlen geschnitten (Seite 87). 
Vier harmonische Strahlen 
eines Strahlen büsehels II, Ord- 
nung werden von jedem fünften 
Strahle des Büschels in vier har- 
monischen Punkten geschnitten 
(Seite 76). 

„Vier harmonische Strahlen einer Begelschaar werden von 
„jedem Leitstrahle der Schaar in vier harmonischen Punkten 
„ geschnitten, und aas jedem Leitstrahle durch vier harmonische 
,, Ebenen projicirt" (Seite 120). 

Wir können nun die früher (Seite 52) aufgestellte Definition 
der projectjven Verwandtschaft von Grundgebildeu auch auf die 
Elementargebilde überhaupt ausdehnen, indem wir sagen: 
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Zwei Elementargehilde keissen projectiv, wenn sie so auf 
einander bezogen sind, dass je vier harmonischen Elementen des 
einen Gebildes vier harmonische Elemente des anderen entsprechen. 
Es folgt ans dieser Defiuitioa, dass zwei Elementargebilde za ein- 
ander projectiv sind, sobald sie zu eiDem und demselben dritten 
projectiv sind. 

Aucb den Begriff der perspectiven Lage einförmiger Grand- 
gebilde können wir anadehnen auf Eleraentai^ebilde überhaupt, 
indem wir sagen: 

Zwei ungleichartige projective Elementargebilde heissen per- 
spectiv, wenn jedes Element des einen in dem entsprechenden 
Elemente des anderen liegt. 

Eine Punktreihe IL Ordnung z. B, liegt perspectiv zu einem 
durch sie gehenden Kegel, wenn jedem Strahle des letz- 
teren der auf ihm liegende Punkt der ersteren zugewiesen ist. 
Eine Punktreihe II. Ordnung wird ferner aus jedem ihrer Punkte 
durch einen zu ihr perspectiven Strahlenbüschel projicirt; ein 
Strablenbüschel II, Ordnung wird von jedem seiner Strahlen in 
einer zu ihm perspectiven Punktreihe geschnitten, und ebenso eine 
Regelsehaar von jedem ihrer Leitstrahlen, u. s. w. Denn zwei 
Elementargebilde, von welchen das eine mittelst des anderen in 
solcher Weise erzeugt ist, sind projectiv, weil vier harmonischen 
Elementen des einen allemal vier harmonische Elemente des an- 
deren entaprechen. Wird jedem Punkte einer Curve IL Ordnung 
seine Tangente zugewiesen, so ist die Curve auf den sie einhüllen- 
den Strahlenbüschel perspectiv bezogen; denn in je vier harmo- 
nischen Punkten wird die Curve von vier harmonischen Strahlen 
des Büschels berührt (Seite 86). Zwei Curven IL Ordnung sind 
daher projectiv auf einander bezogen, wenn die beiden sie ein- 
hüllenden Strahl enhüsehel zu einander projectiv sind. 

Zwei Gebilde IL Ordnung können dadurch projectiv auf ein- 
ander bezogen werden, dasa man zwei zu ihnen perspective ein- 
förmige Grundgebilde projectiv auf einander bezieht. Zwei pro- 
jective Elementargebilde können folglich (nach Seite 62) stets als 
erstes und letztes in einer Eeihe von Elementargebilden betrachtet 
werden, deren jedes zum folgenden perspective Lage hat. Auch 
können zwei Elementargebilde auf eine einzige Art projectiv auf 
einander bezogen werden, so dass drei gegebenen Elementen des 
einen beziehungsweise drei gegebene Elemente des andern ent- 
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sprechen; denn dieser Satz ist für einförmige Grundgebilde bereits 
bewiesen. 

Sollen z. B. zwei Punktreihen IT. Ordnung k und k, (Fig. 57), 
die in einer Ebene liegen, projeetiv so auf einander bezogen wer- 




Fig. 57. 

den, dass den Punkten A, B, C von k die resp. Punkte Aj^, B, , Cj 
von kl entsprechen, so bezeichnen wir mit S und T^ die beiden 
Punkte von k und A^, welche aus A resp. A^ durch den Strahl 
ÄAi projicirt werden, und projiciren sodann die Punktreihen 
aus S und T^ durch zwei Strahlenbüschel S (ABC...) und 
T^lAiB^Ci . . .). Letztere sind zu den Punktreihen und folglich zu 
einander projeetiv und liegen, weil sie den Strahl AA^ ent- 
sprechend gemein haben, perspectiv. Je zwei homologe Punkte 
D und Z>i der beiden Punktreihen werden also aus S resp. Tt 
durch zwei Strahlen projicirt, die sieh auf einer bestimmten Ge- 
raden u sehneiden. 

„Wenn zwei gleichartige projeetive Elementargebilde, z. B. 

„zwei Punktreihen II. Ordnung, in einander liegen, so haben 

„sie entweder alle oder höchstens zwei Elemente entsprechend 

„gemein." 
Denn identische Elementargebilde sind zugleich projeetiv. 

Zwei Curven II. Ordnung, die 1 Zwei Curveu II. Ordnung, die 
in derselben Ebene liegen und | in derselben Ebene liegen und 
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einen Punkt 8 gemein haben, 
sind projectiv auf einander be- 
zogen, wenn je zwei Punkte der- 
selben einander zugewiesen wer- 
den, die mit S in einer Geraden 
liegen. Denn beide Curven sind 
alsdann perspectiv zu dem Strab- 
lenbüscbel S. Jeden von S ver- 
schiedenen gemeinschaftlichen 
Punkt haben die Curven ent- 
sprechend gemeiii; den Punkt S 
jedoch nur daiin, wenn sie in 
ihm eine gemeinschaftliche Tan- 
gente haben, also sieb in >S be- 
rühren. 



einegemeinschaftliclieTangentes 
haben, sind projectiv auf einan- 
der bezogen, wenn je zwei Tan- 
genten derselben einander zuge- 
wiesen werden, die sieb in einem 
Punkte von s schneiden. Denn 
die Büschel II. Ordnung, welche 
die Curven einhüllen, sind als- 
dann perspectiv zu der Punkt- 
reihe s. Die Curven haben jede 
von s verschiedene gemeinschaft- 
liche Tangente entsprechend ge- 
mein; s selbst aber nur dann, 
wenn sie sich in einem Punkte 
von s berühren. 
Zwei von einander verschiedene Curven II. Ordnung, welche 
in der links angegebenen Weise auf einander bezogen sind, haben 
höchstens drei Punkte entsprechend gemein. Denn wenn sie 
ausser S noch vier gemeinschaftliche Punkte haben, oder ander- 
seits noch drei gemeinschaftliche Punkte und eine gemeinschaft- 
liche Tangente in S, so sind sie identisch {nach Seite 77). Ebenso 
können rechts die beiden Curven höchstens drei Tangenten ent- 
sprechend gemein haben. Wir werden so zu dem Doppelsatze 
geführt : 

Wenn zwei projective Curven 
II. Ordnung vier Punkte A, B, 
C, S entsprechend gemein haben, 
so haben sie alle ihre Punkte 
entsprechend gemein, und sind 
folglieh identisch. 



Wenn zwei projective Curven 
II, Ordnung vier Tangenten ent- 
sprechend gemein haben, so 
haben sie alle ihre Tangenten 



gemein, 
folglieh identisch. 



und sind 



Wir beweisen den Satz links wie folgt. Die beiden Curven 
können nur auf eine einzige Art so auf einander bezogen werden, 
dass den drei Punkten A, B, C der einen dieselben drei Punkte 
A, B, C der anderen entsprechen. Dieses geschieht aber, indem 
wir beide Curven auf den Strahlenbiischel S perspectiv beziehen. 
Sollen nun die Curven ■ auch den Punkt S entsprechend gemein 
haben, so haben sie in ihm eine gemeinschaftliche Tangente und 
sind folglich identisch (Seite 77). — Der Satz rechts ergiebt sich 
aus dem anderen mittelst des Princips der Reeiprocität, welches 
wir ja für die Ebene bereits bewiesen haben; doch kann ich Ihnen 
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als nützliche Uebong nur empfelilen , einen directen Beweis für 
denselben aufzusuchen. 

Werden die Curven aus einem beliebigen Mittelpunkte dnrch 
zwei projective Kegel projieirt, so erhalten wir für diese einen 
ganz analogen Doppelsatz. Ist eine Curve H. Ordnung projeetiv 
au einer Regelachaar oder einem Kegel II. Ordnung, und liegen 
mehr als drei Punkte der Curve auf den ihnen entsprechenden 
Strahlen, so ist die Ciirve perspectiv zu der Regelschaar oder 
Kegelfläche; denn sie ist identisch mit dem Schnitte derselben, 
welcher in ihrer Ebene liegt, weil sie zu demselben projectiv ist 
und mit ihm mehr als drei Punkte entsprechend gemein hat. Ebenso 
hat ein Ebenenbüsehel IL Ordnung zu einem Strahlenbüschel 
II. Ordnung oder zu einer Regelschaar, die zu ihm projectiv sind, 
perspective Lage, wenn mehr als drei seiner Ebenen durch die 
ihnen entsprechenden Strahlen gehen^, Projieiren wir nämlich das 
Strahlengebilde IL Ordnung aus dem Mittelpunkte des Ebenen- 
büschela, so erhalten wir einen zweiten Ebenenbüschel IL Ordnung, 
welcher mit dem ersten identisch ist; denn er ist zu demselben 
projectiv, und hat mehr als drei Ebenen mit ihm entsprechend 
gemein. 

Hierher gehört auch der Beweis der i 



Zwei Kegel IL Ordnung, welche 
verschiedene Mittelpunkte haben, 
und in der Verbindungslinie s 
ihrer Mittelpunkte von einer und 
derselben Ebene berührt werden, 
schneiden sich in einer Curve 
II. Ordnung. 

Beziehen wir nämlich die 
Kegel perspectiv auf den Ebenen- 
büsehel s, so haben sie den 
Strahl 3 entsprechend gemein; 
je zwei andere homologe Strahlen 
der Kegel aber habeu einen 
Punkt gemein, weil sie in einer 
(durch 3 gehenden) Ebene liegen. 
Die Verbindungsebene von irgend 
drei Schnittpunkten homologer 
Strahlen schneidet die Kegel in 
zwei projectiven Curven IL Ord- 



Zwei Curven IL Ordnung, 
welche in verschiedenen Ebenen 
liegen, und die Schnittlinie a 
ihrer Ebenen in einem und 
demselben Punkte berühren, 
liegen auf einem Kegel H. Ord- 
nung. 

B.e ziehen wir die Strahlen- 
hüschel IL Ordnung, welche die 
Curven umhüllen, perspectiv auf 
die Punttreihe s, so haben sie 
den Strahl s entsprechend gemein 
(vergl, Seite 127); je zwei an- 
dere homologe Strahlen der 
Büschel liegen in einer Ebene, 
weil sie sich auf s schneiden. 
Aus dem Schnittpunkte von 
irgend drei Verbindungsebenen 
homologer Strahlen werden die 
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nang, welche identisch sind, weil 
sie nicht nur jene drei Schnitt^ 
punkte, sondern auch einen 
Punkt von s entsprechend ge- 
mein hahen. 



Büsche] durch zwei projective 
Sbenenbüachel II. Ordnung pro- 
jicirt, welche identisch sind, 
weil sie jene drei Ebenen sowie 
eine durch s gehende Ebeue ent- 
sprechend gemein haben. 
Einfacher noch lässt sich der Beweis so fuhren. Legen wir 
links durch drei gemeinschaftliche Punkte der Kegel eine Ebeue, 
so haben die beiden in ihr liegenden Schnittcurven diese drei 
Punkte gemein, ausserdem aber den Schnittpunkt yon s mit der 
Ebene. Und da beide Carmen in letzterem Punkte von der Ge- 
raden berührt werden, in welcher die gemeinschaftliche Berührungs- 
ebene der Kegel geschnitten wird, so fallen diese Schnittcurven 
zusammen (Seite 77). Äehnlich ergiebt sich der Satz rechts. 

Beiläufig folgt noch, dass jede Gurve IL Ordnung auch als 
Schnitt von Kreiskegeln betrachtet werden kann. Denn man kann 
auf unzählige Arten einen Kreis und eine gegebene Curve II, Ord- 
nung in solche Lage bringen, dass sie sich berühren aber ver- 
schiedene Ebenen haben, also auch auf einem nnd demselben Kegel 
liegen. Die Curven IL Ordnung sind also mit den „Kegel- 
schnitten" der Alten identisch, und dürfen deshalb im Folgenden 
auch mit diesem Namen bezeichnet werden. 



Wenn ein Büschel S I. Ord- 
nung mit einer zu ihm projec- 
tiven Curve 5 II. Ordnung in 
einer Ebene, jedoch nicht zu 
derselben perspectiv liegt, so 
geben höchstens drei Strahlen 
des Büschels durch die ihnen 
entsprechenden Punkte derCurve, 
i aber ein Strahl. 



Wenn eine Punktreihe I. Ord- 
nung mit einem zu ihm projec- 
tive u Strahlenbüschel IL Ord- 
nung in einer Ebeue, jedoch 
nicht zu demselben perspectiv 
liegt, so liegen höchstens drei 
Punkte der Punktreihe auf den 
ihnen entsprechenden Strahlen 
des Büschels, mindestens aber 
ein Punkt. 
Denn jeder zu der Curve o perspective Büschel S, ist zu 
dem Büschel S projeetiv, und erzeugt mit ihm im Allgemeinen 
eine zweite Cui-ve IL Ordnung, die. mit der ersten jeden Punkt 
gemein haben muss, welcher auf dem ihm entsprechenden Strahle 
von S liegt. Gehen also mehr als drei Strahlen von S durch 
ihre entsprechenden Punkte von a, so haben die beiden Curven 
ausser Sj noch mindestens vier Punkte gemein, sind also identisch, 
und S liegt perspectiv /.n ff. — Da jede Curve II. Ordnung ihre 
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Ebene in zwei getrennte Theile zerlegt, so müssen die beiden 
Cnrven, falls sie nicbt zasammenf allen , giob entweder in ihrem 
gemeinschaftlichen Punkte S^ berühren, oder in S^ und mindestens 
eiiiem zweiten Punkte P schneiden, indem die eine Cnrve theils 
innerhalb, theils ausserhalb der anderen liegt. Im letzteren Falle 
entsprechen die Strahlen SP und S^P einander, und SP geht 
folglich durch den ihm entsprechenden Punlit P der Cutve o; im 
ersteren Falle entspricht dem Strahle SS^ von S die gemeinschaft- 
liche Tangente in S^ und folglich der auf SSj liegende Punkt 
Sj der Curve ff. Also liegt mindestens ein Punkt der Curve auf 
dem ihm entsprechenden Strahle des Büschels. 

Ganz analoge Sätze gelten für die Gebilde I. und II. Ordnung 
im Strahlenbündel. Wir ziehen daraas den Schluss: 

Sind ein einförmiges Grundgebilde und ein Elementargehilde 
II. Ordnung projectiv auf einander bezogen, und gehen mehr als 
drei Memetde des dnen Gebildes durch die ihnen entsprech&tden 
Elemente des anderen, so liegen die beiden Gebilde perspectiv, 
d. h. jedes Element des einen Gebildes geht durch das ihm ent- 
sprechende Element des anderen. 
Ist das Gebilde II. Ordnung eine Regelschaar, das andere Gebilde 
also entweder eine Punktreihe oder ein Ebenenbüschel I, Ordnung, 
so können wir schon dann sebliessen, dass dieselben perspectiv 
liegen, wenn drei Strahlen der Regelschaar durch die entsprechen- 
den drei Punkte der Punktreihe gehen oder aber in den ent- 
sprechenden Ebenen des Büschels liegen. Denn der Träger der 
Punktreihe resp. die Äxe des Ebenenbüsehels ist alsdann ein Leit- 
strahl der Regelschaar (Seite 119), weil sie drei Strahlen der letz- 
teren schneidet. 

"Wie wichtig diese Sätze sind, mögen Sie aus den Folgerungen 
abnehmen : 



Ein Ebenenbüschel I. Ordnung 
erzeugt mit einer zu ihm projec- 
tiven Regelschaar oder Kegel- 
fläche II. Ordnung im Allgemei- 
nen eine „Raumcurve III. Ord- 
nung", welche mit jeder Ebene 
mindestens einen Punkt und 
höchstens drei Punkte ge- 
mein hat. 



Eine Punktreihe I. Ordnung 
und eine Regelschaar oder ein 
Strahlenbüsehel II. Ordnung, die 
zu einander projectiv sind, er- 
zeugen im Allgemeinen einen 
„Ebenenbüschel III. Ordnung", 
welcher mit jedem Punkte min- 
destens eine Ebene und höch- 
stens drei Ebenen gemein hat. 



Denn eine Ebene schneidet die Regelschaar oder Kegelfläche 
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in einer zu ihr perspectiven Punktreibe II. Ordnung, von welcher 
im Allgemeinen höchstens drei Punkte auf den entsprechenden 
Ebenen des Büschels liegen. 



Wenn ein Strahlenbüschel 
I. Ordnung und ein zu ihm pro- 
jectirer Strahlen büschel II. Ord- 
nung in einer Ebene liegen, 
so bilden die Schnittpunkte ihrer 
homologen Strahlen eine „Linie 
dritter Ordnung"; dieselbe hat 
mit einer beliebigen Geraden der 
Ebene mindestens einen und 
höchstens drei Pankte gemein. 



Wenn eine Punktreibe I, Ord- 
nung II und eine zu ihr projec- 
tive Punktreihe k II. Ordnung 
in einer Ebene liegen, so bilden 
die Verbindungslinien ihrer ho- 
mologen Punkte einen „Strah- 
lenbüschel dritter Ordnung"; 
derselbe bat mit einem beliebigen 
Büschel I. Ordnung der Ebene 
mindestens einen und höchstens 
drei Strahlen gemein. 
Denn ist S ein beliebiger zu u perspectiver und folglich zu k 
projectiver Büschel I. Ordnung, so gehen höchstens drei Strahlen 
von S durch die entsprechenden Punkte von k, mindestens aber 
ein Strahl. 

Haben die Punktreiben u und k I. und II. Ordnung einen 
Punkt P ent-sprechend gemein, so ist jeder durch P gehende 
Strahl als Verbindungslinie von zwei (zusammenfallenden) homo- 
logen Punkten zn betrachten, und der Strahlenbüschel dritter 
Ordnung enthalt den Büschel I. Ordnung P. Die folgenden Sätze 
sind deshalb nicht als Ausnahmen, sondern als besondere Fälle 
des eben bewiesenen Satzes zu betrachten. 



Wenn eine Puuktreihe I. Ord- 
nung ti und eine zu ihr projec- 
tive Punktreihe II. Ordnung k 
zwei Punkte Ä, B entsprechend 
gemein haben, so erzeugen sie 
einen Strahlenbüschel L Ordnung. 



Wenn ein Strahlenbüschel 
I. Ordnung und ein zu ihm pro- 
jectiver Strahlenböschel K. Ord- 
nung zwei Strahlen entsprechend 
gemein haben, so erzeugen sie 
eine Punktreihe I. Ordnung. 



Möge noch dem Punkte C von u der Punkt (7^ von h ent- 
sprechen, und sei S derjenige Punkt von k^ welcher aus C^ durch 
den Strahl C^C projicirt wird. Beziehen wir dann u und k per- 
spectiv auf den Strahlenbüschel S, so sind sie auf einander pro- 
jectiv so bezogen, dass den drei Punkten J, B. C von u die resp. 
drei Punkte A, B, Cy von k entsprechen. Weil aber (Seite 125) 
die projective Verwandtschaft von w und k durch die drei Paare 
homologer Punkte eindeutig bestimmt ist, so bilden die Verbin- 
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I. Ordnung, dessen Mittelpunkt anf der Curve k liegt. 



Durch eine Curve IL Ordnung 
nnd zwei Gerade a, b, welche 
mit der Curve je einen Punkt 
gemein haben, aber weder mit 
ihr noch mit einander in einer 
Ebene liegen, ist eine zu der 
Carye perspective Regelscbaar 
bestimmt, von vfeleber die beiden 
Geraden Leitstrablen sind. 

Nämlich die beiden zu der 
Curve perspectiven Ebenen - 
büsebel a, b erzeugen die ßegel- 
schaar. 

Die Leitscbaar der Itegelschaar enthält die Geraden a, 6 und 
ist ebenfalls zu der Curve resp. dem Ebenenbüscbel II. Ordnung 
perspectiv. 



Durch einen Ebenenbüschel 
II, Ordnung und zwei Gerade 
a, 6, welche aus dem Mittel- 
punkt« des Büschels durch zwei 
Ebenen desselben projicirt wer- 
den und sich nicht schneiden, 
ist eine zu dem Büschel per- 
spective Begelachaar bestimmt, 
von welcher die beiden Geraden 
Leitstrahlen sind. Nämlich die 
beiden zu dem Ebenenbüscbel 
perspectiven Punktreihen a, h 
erzeugen die 1 



Wenn eine Punktreihe I. und 
eine Curve U. Ordnung projee- 
tiv sind und einen Punkt A ent- 
sprechend gemein haben, aber 
nicht in einer Ebene liegen, so 
erzeugen sie eine zu ihnen per- 
spective Begelschaar. 



Wenn zwei Ebenenbüschel I, 
und II. Ordnung projectiv sind 
und eine Ebene entsprechend 
gemein haben, aber nicht in 
einem Bündel Hegen, so erzeugen 
sie eine zu ihuen perspective 
Regelschaar. 



Mögen (links) den Punkten A-, B, C der Punktreihe die Punkte 
A, Bi, 6\ der Curve entsprechen; dann ist die zu der Curve 
perspective Regelschaar, welcher die Geraden BB^, CC^ angehören, 
auch zu der Punktreihe perspectiv, weil die drei Punkte A, B, C 
der letzteren in den ihnen entsprechenden Strahlen der Regelschaar 
liegen (Seite 130). Der Beweis rechts ist ganz analog zn führen. 

Aus einem beliebigen Punkte, welcher nicht in der Ebene 
der Curve hegt, wird diese durch einen Kegel IL Ordnung, die 
Regelschaar aber durch einen Ebenenbüschel IL Ordnung pro- 
jicirt. Und von einer beliebigen Ebene wird der Ebenenbüschel 
II. Ordnung in einem Strahlenbüschel IL Ordnung, die Regel- 
schaar aber in einer Punktreihe IL Ordnung geschnitten. Daraus 
ergiebt sich: 
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Wenn eine Punktreihe I. und 
ein Kegel II. Ordnung projectiv 
sind, nnd ein Punkt der ersteren 
auf dem entsprechenden Strahle 
des letzteren liegt, so erzeugen 
die beiden Gebilde einen zu 
ihnen perspectiven Ebenenhü- 
schel II. Ordnung. 



Wenn ein Ebenenbüschel I, 
und ein Strahlenbiisehel II. Ord- 
nung projectiv sind, und eine 
Ebene des ersteren durch den 
entsprechenden Strahl des letz- 
teren geht, so erzeugen die bei- 
den Büschel eine zu ihnen per- 
äpective Pnnktreihe II. Ordnung, 



Dieser Satz führt unmittelbar zn dem folgenden, wenn berück- 
sichtigt wird,, dass jede Curve II. Ordnung als Schnitt eines Kegels 
n. Ordnung aufgefasst werden kann: 



Wenn eine Punktreihe I. und 
e Curve II. Ordnung projectiT 
!nd, in einer Ebene liegen und 
inen Punkt entsprechend ge- 
mein haben, so erzeugen sie 
einen zu ihnen perspectiven 
Strahlenbüschel II. Ordnung. 



Wenn zwei Strahlenbüschel 
I. und II. Ordnung projectiv sind, 
in einer Ebene liegen und einen 
Strahl entsprechend gemein 
haben, so erzeugen sie eine zu 
ihnen perspective Curve IL Ord- 
nung, 
Zwei projective Regeischaaren ahc und a^h^c^, von welchen 
,,jede die Leitschaar der anderen ist, erzeugen eine Curve und einen 
„Ebenenbüschel 11. Ordnung, die beide zu ihnen perspectiv sind." 
Die beiden Regelschaareu können nämlich nur auf eine Art pro- 
jectiv so auf einander bezogen werden, dass den Strahlen a, 6, c 
der einen Schaar die resp. Strahlen «i, 6], c^ der anderen Schaar 
entsprechen. Dieses geschieht aber, wenn je zwei Strahlen ein- 
ander zugewiesen werden, welche die Verbindungsebene der drei 
Punkte (Kfli, 65i, ccj in einem und demselben Punkte schneiden 
oder aus dem Schnittpunkte der drei Ebenen ««i, hb^, cCj durch 
eine und dieselbe Ebene projicirt werden. 

,,Vou zwei projectiven Regeischaaren oder Kegeln IL Ordnung 
„schneiden sich höchstens vier paar homologe Strahlen, falls 
„nicht je zwei homologe Strahlen derselben sich sehneiden." 
Wenn nämlich von zwei projectiven Regeischaaren irgend zwei 
homologe Strahlen in einer Ebene e liegen, so projicire man die 
beiden Schaaren aus ihren in £ liegenden Leitstrahlen durch zwei 
Ebenenbüschel. Fallen die beiden Leitstrahlen nicht zusammen, 
so erzeugen diese Büschel, da sie die Ebene s entsprechend ge- 
mein haben, einen Strahlenbüschel S erster Ordnung. Die Strahlen 
von S schneiden je zwei homologe Strahlen der Regel schaaren, 
und letztere werden von der Ebene von S in zwei projectiven 
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Curven JI. Ordnung gesolinitten , welche entweder höelistens drei 
oder alle ihre Paukte entsprechend gemein haben; diese ent- 
sprechend gemeinschaftlichen Punkte aber sind die Schnittpunkte 
von je zwei homologen Strahlen der Regeischaaren, und umgekehrt. 
Fallen jene beiden Leitstrableu zusammen, so schneiden sie die 
Regeischaaren in zwei projeetiven Puuktreibeu, welche entweder 
höchstens zwei oder alle ihre Punkte entsprechend gemein haben; 
zugleich werden die Regelschaareu aus den beiden identischen 
Leitstrahlen durch Ebeneubüschel projicirt, welche entweder höch- 
stens zwei oder alle ihre Ebenen entsprechend gemein haben. In 
jeder dieser Ebenen aber, sowie in jedem jener entsprechend ge- 
meinschaftlichen Punkte schneiden sich zwei homologe Strahlen 
der Regeis eh aaren. — Ganz analog beweist man den Satz, wenn 
an die Stelle von einer oder jeder der beiden ßegelschaaren ein 
Kegel IL Ordnung tritt. Wir schliessen daraus; 



Von vier projeetiven Punkt- 
reihen I. Ordnung liegen im 
Allgemeinen höchstens vier 
Gruppen homologer vier Punkte 
in je einer Ebene. 



Ea giebt im Allgemeinen 
höchstens vier Punkte, in denen 
je vier homologe Ebenen von 
vier beliebigen projeetiven Ebo- 
nenbüscheln I. Ordnung sich 
sehneiden. - 

Die Ebenen büschel erzeugen nämlich paarweise projective 
Eegelschaaren oder Kegel IL, Ordnung, für welche der vorher- 
gebende Satz gilt; es schneiden sich folglich je vier homologe 
Ebenen der Büschel in einem Punkte, sobald fünf oder mehr 
Gruppen homologer vier Ebenen existiren, die durch je einen 
Punkt gehen. 



Zwei projective Curven II. Ord- 
nung, welche in einander liegen, 
erzeugen entweder einen zu ihnen 
perspectiven Strahlenbüschel II. 
Ordnung, oder es giebt einen 
Punkt, der mit je zwei homo- 
logen Punkten der Curveu in 
einer Geraden liegt. 

Jede zu der einen Curve perspective Regelschaar erzeugt 
nämlich mit ihrer Leitschaar, die wir auf die andere Curve per- 
spectiv bezieben, einen Ebenenbüsche! II. Ordnung, welcher zu 
allen vier Gebilden perspectiv ist; und jenaehdem der Mittelpunkt 
dieses Büschels ausserhalb oder auf der Ebene der Cui-ve liegt, 



Zwei projective Strahlen- 
büscbel II. Ordnung, welche in 
einander liegen, erzeugen ent- 
weder eine zu ihnen perspective 
Curve IL Ordnung, oder es giebt 
eine Gerade, auf welcher je zwei 
homologe Strahlen der Büschel 
sich schneiden. 
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entsteht der erstere oder der letztere der beiden im Satze genannten 
Fälle. — Wenn also von den Geraden, welche je zwei homologe 
Curvenpunkte verbinden, irgend drei durch einen und denselben 
Punkt U gehen (Figg. 60 und 61, Seite J39), so schneiden sie 
sich alle in diesem Punkte. 



Zwei projectiveCurven-dSCJJ 
und ABCJ\ II. Ordnung, wel- 
che zwei Punkte Ä nnd B ent- 
sprechend gemein haben, aber 
nicht in derselben Ebene liegen, 
erzeugen ein zu ihnen perspec- 
tives Strahlen gebilde II. Ord- 
nung, nämlich entweder eine 
Regelschaar oder einen Kegel 
II. Ordnung. 



Zwei zu einander projeetive 
Ebenenbüschel 11. Ori3nung, wel- 
che zwei Ebenen entsprechend 
gemein haben, aber nicht con- 
centrisch sind, erzeugen ein zu 
ihnen perspectives Strahlenge- 
bilde II. Ordnung, nämlich ent- 
weder eine Regelschaar oder 
einen Strahlenbüschel 11. Ord- 
nung. 



Denn die zu der Curve ABCD perspective Regelschaar oder 
:he, welcher die Strahlen GO^ nnd i)D^ angehören, ist 
auch zu der Curve ABC^D^ perspectiv (Seite 128). Die Curven 
erzeugen einen Kegel, wenn ihre Tangeuten in C und C, die Ge- 
rade AB in einem und demselben Punkte schneiden. Denn er- 
zeugten die Curven auch in diesem Falle eine Regelschaar, so 
würde die Verbindungsebene jener Tangenten ausser dem Strahle 
CC^ der Regelschaar noch einen Leitstratl derselben enthalten 
(Seite 118), nnd daher mit einer oder jeder der Curven noch 
einen von C oder Cj verschiedenen, auf diesem Leitstrahl liegen- 
den Puukt gemein haben, was unmöglich ist. Hieraus folgt: 



Zwei nicht concentrische B 
II, Ordnung, welche einem und 
demselben Placbenwinkel ein- 
geschrieben sind, schneiden sieh 
in zwei Curven II. Ordnung. 



Zwei Curven II, Ordnung, die 
in verschiedenen Ebenen liegen 
und von der Schnittlinie i 
Ebenen ein und dasselbe Stück 
AB einschhessen, können durch 
zwei Kegel IL Ordnung verbun- 
den werden. 

Denn die Curven lassen sich auf zweifache Art projectiv so 
aaf einander beziehen, dass sie die Endpunkte A, B ihrer ge- 
meinschaftlichen Sehne entsprechend gemein haben, nnd dass die 
Taugenten von zwei anderen homologen Punkten C und Cj sich 
in einem Punkte der AB schneiden. 

Wir sind jetzt in den Stand gesetzt, folgenden Satz über die per- 
e von Elementar gebilden zweiter Ordnung zu beweisen: 



Hosted by 



Google 



136 Eilfter Vortrag. 

Wenn eine Curve und ein Büschel IL Ordnung oder ein 
Kegel und ein Ebenenbüschet II. Ordnung projectiv sind, und 
fünf Elemente A, B, C^ D, E des ersteren Gebildes in den ihnen 
entsprechenden Elementen a., ß^ •<{, 8, s des letzteren liegen, so 
haben die beiden Gebilde perspective Lage. 
Wir wollen annehmen, das erstere Gebilde sei eine Curve II. Ord- 
nung M, und das letztere ein Ebenenbüschel II. Ordnung S; auf 
diesen Fall lassen sich nämlich alle übrigen zurückführen. Wir 
brauchen dann nur zu zeigen, dass ein Strahlengebüde construirt 
werden kann, welches gleichzeitig zu der Curve und zum Ebenen- 
büschel perspectiv ist; denn damit ist bewiesen, dass jeder Punkt 
der Curve auf der ihm entsprechenden Ebene des Büschels liegt. 
Ist die Ebene u der Curve ein Element des Büschels S, so 
erhalten wir in ihr (als Schnitt mit S) einen zu S perspectiven 
Büschel I. Ordnung «(aß^Ss), welcher auch zur Curve u{ABCDE) 
perspectiv liegt, weil mehr als drei Strahlen desselben durch die 
ihnen entsprechenden Curvenpunbte gehen (Seite 130); der Punkt S 
liegt daher auf der Curve. Und umgekehrt, wenn S auf der 
Curve liegt, so projiciren wir letztere aus S durch einen Büschel 
I. Ordnung S(ABCDE), welcher auch zum Ebenenbüsehel 
^(aßYSe) perspectiv ist, weil mBhr als drei Strahlen desselben in 
den ihnen entsprechenden Ebenen von S liegen ; die Ebene u ge- 
hört daher dem Ebenenbüschel S als Element an. — Liegt aber 
der Punkt S nicht auf der Curve, und gehört folglich deren 
Ebene u nicht zu dem Ebenenbüsehel S, so sei A^ derjenige 
Curvenpunkt, welcher aus A durch die Ebene a. projicirt wird, 
also der zweite Schnittpunkt dieser Ebene und der Curve, welcher 
mit A zusammenfällt, wenn die Curve von a berührt wird. Durch 
Aj ziehen wir in der Ebene a. eine von AA^ verschiedene Gerade g, 
und projiciren aus dieser die Curve II. Ordnung durch einen Ebenen- 
büschel I. Ordnung g(ABCDE). Derselbe ist zu dem Ebenen- 
büschel II. Ordnung S projectiv und erzeugt mit ihm eine zu 
beiden perspective Eegelschaar (Seite 132), weil er mit ihm die 
Ebene a entsprechend gemein hat; und diese ßegelschaar ist auch 
zu der Curve II. Ordnung perspectiv, weil vier Strahlen der ersteren 
durch die ihnen entsprechenden Punkte der letzteren gehen 
(Seite 128). 

Wenn eine Curve II. Ordnung 1 Wenn ein Ebenenbüschel 
ABCDE und eine Regelschaar i IL Ordnung und -eine Regel- 
abede zu einander projectiv, j schaar zu einander projectiv, 
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aber nicht perspectiv sind, und 
zwei Punkte A, B der Curve 
in den ihuen entsprechenden 
Strahlen a, b der Regelschaar 
liegen, so erzeugen die beiden 
Gebilde einen zu ihnen perspec- 
tiven Ebenenbüschel II. Ordnung. 
Die drei- Ebenen Cc', Dd, 



aber nicht perspectiv sind, und 
zwei Ebeoen des Büschels durch 
die ihnen entsprechenden Strah- 
len der Regelschaar gehen, so 
eraeugen die Gebilde eine zu 
ihnen perspective Punktreihe 
n. Ordnung. 
Ee, welche die Punkte 6', D, E 



der Curve mit ihren entapreeb enden Strahlen c, d, e der Regel- 
schaar verbinden, schneiden sich in einem Punkte; der Ebenen- 
büschel aber, welcher ans diesem Schnittpunkte die Regelschaar 
ahcde projicirt, ist auch zu der Curve ABCDE perspectiv. 



Zwei projective Curveii II. Ord- 
nung, welche in derselben Ebene 
liegen und zwei Punkte ent- 
sprechend gemein haben, er- 
zeugen entweder einen zu ihnen 
perspectiven Büschelll. Ordnung, 
oder ea giebfc einen Punkt, der 
auf keiner der beiden Curven, 
aber mit je zwei homologen 
Punkten derselben in einer Ge- 
raden liegt. 



Zwei projective Strahlenbü- 
schel 11. Ordnung, welche zwei 
Strahlen entsprechend gern ein 
haben, erzeugen entweder eine 
zu ihnen perspective Punktreihe 
n. Ordnung, oder es giebt eine 
Gerade, welche keinem der Bü- 
schel augehört, aber von je zwei 
homologen Strahlen derselben 
in einem und demselben Punkte 
geschoitteu wird. 



Nämlich jede Regelschaar, welche zu der einen Curve per- 
spectiv ist, erzeugt mit der anderen einen Ebeneubüschel II. Ord- 
nung, und dieser wird von der Curvenebene im Allgemeinen in 
einem Strahlenbüscbel II. Ordnung geschnitten. Nur wenn der 
Mittelpunkt des Ebenenbüschels in der Ebene der Curven liegt, 
tritt der letzte Fall des Satzes ein. 

Liegen zwei projective Ciirven II. Ordnung in einer Ebene, 
ohne dass sie Punkte entsprechend gemein haben, so erzeugen 
sie einen Strahlenbüschel höherer Ordnung, von welchem im 
Allgemeinen höchstens vier Strahlen durch einen Punkt gehen. 
Geben nämlich durch einen Punkt S der Ebene mehr als vier 
dieser Strahlen, so gehen durch denselben unendlich viele der- 
selben, weil ein Ebenenbüachel II. Ordnung, welcher den Punkt S 
zum Mittelpunkt hat und zu einer der beiden Curven II. Ordnung 
perspectiv ist (etwa eine zu derselben perspective Regelschaar pro- 
jicirt), auch zu der anderen Curve perspective Lage hat. Ebenso 
1 zwei projective Strahlenbüschel II. Ordnung, die in einer 
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Ebene liegen, eine Curve höherer (nämlich vierter) Ordnung, welche 
im Allgemeinen mit keiner Geraden mehr als vier Punkte gemein 
hat. Wir mfissen darauf verzichten, schon hier diese und andere 
Erzeugnisse projectiver Elementargebilde II, Ordnung eingehend 
zu besprechen. 



Zwölfter Vortrag. 

Involutionen. 



Wenn zwei gleichartige Elementargebilde u und Mj (z. B. zwei 
Pauktreibeu) projectiv sind und in einander liegen, so kann jedes 
Element P ihres gemeinschaftlichen Trägers sowohl zu dem einen 
Gebilde u, als auch zu dem anderen m, gerechnet werden, und 
es entsprechen ihm folglieh zwei andere Elemente, eines in n^ und 
das andere in u. Im Allgemeinen sind diese beiden dem P ent- 
sprechenden Elemente von einander verschieden {wie in Fig. 58, 
wo den Punkten P, Q, B von u die resp, Punkte P,, Q^, E^ von 
Mj entsprechen); doch ist es auch möglich, dass dieselben zu- 
sammenfallen (wie in Fig. 69), so dass dem Elemente P ein au- 



deres P^ doppelt entspricht. Dem Elemente P des ersten Ge- 
bildes M entspricht dann das Element Pj des zweiten m,, und dem 
Elemente P des zweiten Wj entspricht ebenfalls das Element P, 
des ersten Gebildes u. 

„Wenn die projectiven Gebilde u und w, nicht alle ihre 
„Elemente entsprechend gemein haben, aber jedes Element 
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„iJerselbeii einem anderen doppelt entspricht, so wollen wir 
„sagen, die Gebilde haben involutorische Lage oder sie 
„liegen involutoriseh. Ebenso heissen zwei uqgleich artige 
„projective Gebilde, ,z. B. eine Punttreihe nnd ein Strahlen- 
„büschel, involutoriseh, wenn das eine mit einem Schnitt 
„oder Sehein des anderen involutoriseh liegt," 

Z. B. zwei projective Punktreihen II. Ordnung, welche auf 

derselben Curve liegen, baben involutorische Lage (Pigg. 60 und 61), 

wenn drei nnd folglich (Seite 134) alle Verbindungslinien von je 

zwei homologen Punkten sich in einem Punkte schneiden ; dagegen 

liegen sie nicht involutoriseh, wenn sie einen zu ihnen perspectiven 

Strahl enbüschel IL Ordnung erzeugen. Weist man jedem Punkte 

einer Geraden u, welche in der Ebene einer Curve II. Ordnung 

liegt, aber dieselbe nicht berührt, seine Polare bezüglich dieser 

Curve zu, so erhält man einen Strahleubüacbel, welcher nicht 

blos.projeetiv auf die Punktreihe m bezogen ist, sondern auch zu 

derselben involutorische Lage hat, (Seite 99 nnd 97). 

Wir können nun folgenden Satz beweisen: 

„Zwei zu einander projective Punktreihen IL Ordnung, welche 

,,auf derselben Curve liegen, haben irivolutoriscbe Lage, wenn 

,,in ihnen irgend einem Punkte A ein anderer Punkt A^ doppelt 

,,enti9pricbt." 



Seien B und ß, (Figg- 60 und 61) zwei beliebige andere einander 
entsprechende Punkte der Punktreihen, so dass den Punkten A, 
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Ä^, B der einen Punktreihe die resp. Punkte Ä^, A, B, der 
ande ren z ugewiesen sind; sei ferner U der Schnittpunkt von AA^ 
i\nd -Biäj, nnd m dessen Polare in Bezug auf die Curve II. Ord- 
nung. Die beiden Strahlenbüschel Bi(AA^B) und B(J,jJ.B,), 
welche aus den Punkten B^ und B die resp. Punktreihen AA^B 
und AiABi projiciren, sind alsdann perspectiv zu der Punktreihe ti. 
Denn sie sind zu den Punktreihen II. Ordnung und folglich zu 
einander projectiv, und weil sie den Strahl B^B oder BBi ent- 
sprechend gemein haben, so sind sie Seheine einer und derselben 
Punktreihe I. Ordnung; diese aber hegt in u, weil (Seite 94} der 
Schnittpunk t der borao loge n Strahlen Bj^l und BA^, sowie der- 
jenige von B^Ä^ und BA auf der Geraden u enthalten ist. Je 
zwei andere Curvenpuukte C und C^, welche mit U in einer Ge- 
raden liegen, werden ebenso durch zwei Paare homologer Strahlen 
der zu m perspectiven Büschel B und B^ projicirt, und sind daher 
zwei einander doppelt entsprechendePunkte der Punktreihen II. Ord- 
nung. Hieraus und aus früher (Seite 94) aufgestellten Sätzen folgt 
„Wenn zwei projective Curven II. Ordnung involutonsth hegen, 
„so sehneiden sich die sämmtlichen Verbindungslinien homüluger 
„Punkte in einem und demselben Punkte U, und die ^immt- 
„lichen Schnittpunkte homologer Tangenten hegen auf der 
„Polare m dieses Punktes U. Die Gerade u wiid die In^ olu- 
„tionsaxe und der Punkt JJ das Involutionscentrum der 
„Curven genannt." 

Die beiden Strahlen büschel II. Ordnung, durch welche zwei 
involutorisch liegende Curven II. Ordnung eingehüllt werden, haben 
ebenfalls involutorische Lage, denn die Tangenten von je zwei 
einander entsprechenden Punkten entsprechen einander gleich- 
falls in doppelter Weise. Die Strahlenbüschel werden daher 
auch von jedem ihrer Strahlen in zwei involutorisch liegenden 
Pnnktreihen I. Ordnung geschnitten. Ebenso werden zwei invo- 
lutorisch liegende Curven II. Ordnung aus jedem ihrer funkte 
durch zwei involutorisch liegende Strahlenbüschel I. Ordnung pro- 
jicirt, aus jedem ausserhalb ihrer Ebene gelegenen Punkte aber 
durch zwei involutorisch Hegende Kegel, Eine Regelachaar, welche 
zu der einen Curve perspectiv ist, liegt zu der anderen involu- 
torisch, u. 3. w. 

Wir können hiemach den einen der vorhin aufgestellten Sätze 
auf alle Element argebilde ausdehnen, indem wir sagen: 
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Zwei gleichartige ElemmtargeUlde , welche projeciiv sind 
und in einander liegen, haben invohdorische Lage, wenn irgend 
zwei Elemente derselben einander doppelt entsprechen. 
Sind nämlich die beiden Elementargebilde zwei conjective Strahlen- 
gebilde,. so eonsthiiren wir zwei conjective, "zu ihnen perspective 
Punktreihen II. Ordnung. Da diese letzteren involutorische Lage 
haben, weil zwei Punkte derselben einander doppelt entsprechen, 
so müssen auch die beiden Strahlengebilde involutorisch liegen. 
Sind aber die Elementargebilde zwei Ebenenbüschel oder Punkt- 
reihen, so construiren wir zwei zu ihnen perspective und in einander 
liegende Strahlengebilde, und weil dann die letzteren, wie soeben be- 
wiesen, involutorische Lage haben, so gilt dasselbe von den ersteren. 
Zwei involutorisch liegende gleichartige Gebilde werden sehr 
häufig als ein einziges „involutorisch es" Gebilde, als eine soge- 
nannte „Involution" aufgefasst; die Elemente dieser Involution 
nennt man dann ,, paarweise einander zugeordnet" oder „conju- 
girt" oder „involutorisch gepaart". So z. B. sind die Punkte 
einer Geraden M, die beliebig in der Ebene einer Curve II. Ord- 
nung angenommen ist, involutorisch gepaart, wenn je zwei hin- 
sichtlich der Curve conjngirte Punkte derselben einander zugeord- 
net werden (Seite 139). Ebenso bilden o. A. die Paare conju- 
girter Durchmesser einer Curve II. Ordnung eine Strahleninvolution. 
Wir können femer sagen: 

In einer involutorischen Curve 
IL Ordnung (Figg. 60 und 61) 
liegen je zwei einander .zuge- 
ordnete Punkte mit einem nicht 
auf der Curve gelegenen Punkte 
in einer Geraden, und je zwei 
einander zugeordnete Tangenten 
schneiden sieh auf der Polare 
jenes Punktes bezüglich der 
Curve n. Ordnung. 

Der Satz links ist nur eine Wiederholung des Seite 140 be- 
wiesenen; und der Satz rechts ergiebt sieh aus jenem, wenn der 
Kegel IL Ordnung durch eine beliebige Ebene in einer Curve 
II. Ordnung geschnitten wird. Haben nämlich zwei Elementar- 
gebilde perspective Lage, und sind die Elemente des einen invo- 
lutorisch gepaart, so sind dadurch auch die Elemente des anderen 
involutorisch gepaart. 



In einem involutorisehenKegel 
II. Ordnung liegen je zwei ein- 
ander zugeordnete Strahlen mit 
einer nicht auf dem Kegel ge- 
legenen Geraden in einer Ebene, 
und je zwei einander zugeordnete 
Berührungsebenen schneiden sich 
auf der Polarebene jener Geraden 
bezüglich des Kegels. 
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„Will man die Elemeote eines Elementargebildea involutoriach 

„paaren, so darf man zwei Paare A, Ä^ und £, B, zugeord- 

„neter Elemente willtürlicli aBnelnuen; dadurch aber ist jedem 

„Elemente des Gebildes ein anderes zugeordnet," 

Die Involution entstellt nämlich aus zwei in einander liegenden 

Gebilden, welche projectiv so auf einander bezogen werden, dass 

den drei Elementen A^ A^, B des einen die resp. Elemente ^i, 

A, B^ des anderen entsprechen; aber diese Beziehung ist nur auf 

eine einzige Art möglich, 

Ist die Involution eine Punkfcreihe II. Ordnung, so kann zn 
jedem fünften Pnnkte C der zugeordnete (7j Weicht gefunden werden 
mit Hülfe des luvolntiouecentrums U (Figg. 60 u. 61), in welchem 
AAi, BB^ und CC, sich schneiden, oder auch mit Hülfe der 
Involntionaaxe. Analoges gilt von dem Kegel II. Ordnung. Sind 
die Strahlen einer Regeischaar involutorisch zu paaren, so schneiden 
wir dieselbe in einer Curve II. Ordnung und brauchen dann nur 
die Punkte der letzteren involutorisch zu paaren. Die Strahlen 
eines Büschels I. Ordnung 5 (Fig. 62) werden involutorisch ge- 
paart-, wenn man eine zu dem 
Büschel perspective Curve 11. Ord- 
nung construirt, z. B. einen durch 
den Mittelpunkt S gehenden Kreis, 
und die Pnnkte dieser Curve ein- 
ander paarweise zuordnet. Äehn- 
lich können wir mit jedem an- 
deren Elementargebilde verfahren. 
Die Elemente eines einförmigen 
Grundgebildes lassen sich übrigens 
auch ohne Hülfe derGehilde II, Ord- 
nung involutorisch paaren. 

Zwei involutorisch liegen- 
de, gleichartige Elementargebilde, 
z. B. zwei involutorische Punktreihen II. Ordnung (Figg. 60 und 61), 
sind gleichlaufend oder entgegengesetzt projectiv, jenachdem zwei 
einander zugeordnete Elemente A und A^ durch irgend zwei andere 
B und B^ getrennt sind oder nicht. Im ersteren Falle (Fig. 61) 
bewegen sich zwei homologe Elemente, von denen das eine das 
Gebilde AAj^B und das andere zugleich das Gebilde A^AB^ be- 
schreibt, in demselben Sinne, und können nie zusammentreffen; 
im letzteren Falle (Fig. 60) bewegen sie sieh in entgegengesetztem 
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Sinne, und müssen zweimal auf einander fallen. Wir wollen 
jedes Element, welches zwei involutorisch liegende Gebilde ent- 
sprechend gemein haben, ein „Doppel- oder Ordnungselement" 
derjenigen Involation nennen, welche aus jenen beiden zusammen- 
gesetzt ist; es gilt dann der Satz: 

„Eine Involution hat keine oder zwei Doppel -Elemente und 
„heisst elliptisch oder hyperboligeh , jenacbdem^zwei conjugirte 
„Elemente desselben durch irgend zwei andere getrennt sind 
„oder nicht. ■ In jedem' Doppel-Elemente fallen zwei einander 
„zugeordnete Elemente der Involution zusammen." 

Liegt das Involutionscentrura U einer involutori sehen Curve 
II. Ordnung ausserhalb der letzteren (Fig. 60), so hat die Curve 
zwei Doppelpunkte M, N, nämlich die Berührungspunkte der 
beiden Tangenten, welche aus U an die Curve gezogen werden 
können. Die Involutionsaxe u schneidet in diesen Punkten die 
Curve, weil u die Polare von U ist (Seite 94). 

,,Die Doppelelemente M, N einer Involation sind durch 
„je zwei einander zugeordnete Elemente Ä, A^ harmonisch 
„ getrennt," 
Es genügt, wenn dieser Satz für eine involutorische Curve II. Ord- 
nung bewiesen vrird, da jeder andere Fall auf diesen zarciekge- 
fiihrt werden kann. Sei B, B^ ein zweites Paar einander zuge- 
ordneter Punkte (Fig. 60); dann schneiden sich die Gegenseiten 
des einfachen Vierecks ABA-^B^ in zwei hinsichtlich der Curve 
conjugirten Punkten (Seite 99), welche durch M und JV" harmo- 
nisch von einander getrennt sind. Die Strahlen BA, BM, BA^, 
BN sind also vier harmonische Strahlen, weil sie vier harmonische 
Punkte projiciren und folglich sind die Ordnnngspunkte M und 
N in der Curve harmonisch getrennt durch die Paukte A und A^, 
Dasselbe folgt aus einem Satze von Seite 103, da MN und AA^ 
conjugirte Strahlen sind. 

Um die Elemente eines Elementargebildes involatorisch zu 
paaren, können wir auch die beiden Doppelelemente M, N, oder 
ein Doppelelement M und ein Paar zugeordneter Elemente A, A^ 
beliebig annehmen; dadurch aber ist zu jedem Elemente das zu- 
geordnete völlig bestimmt. Denn im ersteren Falle sind je zwei 
Elemente des Gebildes einander zugeordnet, welche durch M und N 
harmonisch getrennt sind ; im letzteren Falle aber kann das zweite 
Doppelelement iV sofort bestimmt werden, da es von M durch A 
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und A^ harmoniseli getrennt ist, und dieser Fall ist daun auf den 
vorigen zuriickgefiihrt. 

Die bisherigen Sätze über die involutorischen Gebilde sind 
von solcher Wichtigkeit und werden so häuüge Anwendung finden, 
dass es wohl gerechtfertigt erscheint, wenn wir einige derselben 
noch einmal auf mehr elementarem Wege beweisen ; zumal da sich 
hierbei noch neue nützliche Sätze ergeben werden. Wir gehen 
dabei von folgender Erklärung ans: 

„Zwei Gebilde ABCDE ... und A^B^C^D^E^ . . ., welche nur 

„aus einzelnen Elementen von zwei Elementargebilden u und % 

„bestehen, sollen projectiv genannt werden, wenn die Gebilde 

„M und % projectiv so auf einander bezogen werden können, 

„dass den Elementen A, B, C, D, E, . . . von u die resp. Ele- 

„mente A„ B,, C^, D^, E^ . . . von Mj entsprechen. Wir be- 

„nutzen das Zeichen ~ für projectiv," 

Sind z. B- u nnd w^ zwei Punktreihen I. Ordnung, die in einer 

Ebene, aber nicht in derselben Geraden liegen, so ist nur daun 

ABCDE. . . Ä- A^B^C^D^E^ . . ., wenn die Geraden JJ,, BB^, 

CCi, -D-Di, -EEj, . . . entweder durch einen und denselben Punkt 

gehen, oder eine Curve IL Ordnung berühren, von welcher auch 

M nnd Ml zwei Tangenten sind.?). 

Ein „Wurf" ABCD, d.'}i. ein Gebilde, welches atts vier 
Elementen eines ElementargeMldes besteht, ist projectiv zu jeder 
aus ihm ahgelettden Permutation, welche entsteht, wenn zwei von 
den vier Elementen, sowie auch die beiden übrigen vertauscht 
werden; oder es ist: 

ABCD ^ BADC 7\ CDAB x DCBA. 

Sei ABCD ein Wurf auf einer 
Geraden, auf welchen Fall alle 
übrigen Falle sich zurückführen 
lassen, und sei z, B. zu beweisen, 
äa.sa ABC Dy^ CD AB ist Wir 
projiciren ABCD aus einem be- 
liebigen Punkte S (Fig. 63) auf 
eine durch A gehende Gerade, 
und nennen AEFG diese Pro- 

*) Die Beziehung ABCD — A,B,C,Di bedeutet auch, wie früher 
(Seite 65) gezeigt wurde, dass zwischen den Abschnitten der Geraden ii und m, 

die Proportion besteht: -J^ '-cd = Xd,' C,~d: 
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jection, bezeichnen ausserdem mit T den Schnittpunkt von CF 

und DE. Dann ist; 

ABCD eine Projeetion von AEFG aus dem Mittelpunkte S, 

AEFG „ „ „ CTFS „ „ „ D, 

CTFS „ „ „ CDAß „ „ „ E. 

Es ist also: 

ABCD 7^ AEFG X CTFS ^ ODAB 
und folglich ABCD a" CDAB. 

Ebenso lassen sich die übrigen Beziehungen beweisen. Wir fol- 
gern daraus: 

„Ist abcdy^ABCD, so ist auch abcd~ BADC7{ CD AB 
„— DCBA.''*) 

Zugleich aber ergiebt sich der schon früher (Seite 141) auf 
anderem Wege bewiesene Satz, dass nämlich zwei in einander 
liegende projective Elementargebilde involutorisehe Lage haben, 
wenn irgend zwei Elemente derselben, A und A^, einander doppelt 
entsprechen. Denn wenn noch dem beliebigen Elemente B des 
einen Gebildes das Element B, des anderen entspricht, so dass den 
Elementen A, A^, B des ersteren die resp. Elemente Aj^, A, B^, 
des letzteren zugewiesen sind, so folgt aus der Relation: 
AA^BB^ — A,AB^B, 



') Mit Hülfe dieses wichtigen Satzes pfiegt man u. Ä. die folgenden 


bemerkenswerthen Lehrsätze zn beweisen : 


Die secha Eckpunkte von zwei be- 


Die sechs Seiten von zwei belie- 


liebigen Poldreieckea einer Curve fc" 


bigen Poldreiecken einer Curvell Ord- 


IL Ordnung liegen anf einer zweiten 


nung berühren eine zweite Curvp 


Curve n. Ordnung, welcher unendlicli 


IL Ordnung, wekher unendlich viele 


viele Poldreiecke der ersteren einge- 


Poldreiecke der ersteren umschrieben 


schrieben werden können. 


werden können. 



Seien näinlioh ABC und DEF die beiden Poldieiecke von deren 
sechs Eckpunkten keine drei in einer Geraden liegen mögen Dann sind 
die Strahlenbüschel ^(BCÄ'f) und X>|C.B.F.E) projeetiv (beite 100) weil m 
Bezug auf k^ den vier Strahlen AB, AC, AE, AF des ersteren die resp 
Strahlen X^C^ DB, DF, DE des letzteren conjugirt sind lis A{BCEF) 
y^D(CBFE) folgt aber A(BCEF)7\ D(BCEF\, und e? liegen demnach 
die sechs Punkte A, B, C, D, E, F auf einer Curve IL Ordnung, wie der 
Patz links behauptet. Sind nun D' nnd E' zwei Punkte dieser Curve, welche 
be^glicb der zuerst angenommenen Curve k^ conjugirt sind nnd folglich 
einem Poldreieek B'E'F' von k^ als Eckpunkte angehören, so liegt auch der 
Eckpunkt F auf der durch A, B, C, D, E, F gehenden Curve IL Ordnung; 
denn mit dieser Curve hat die durch A, B, C, D', E', F' gehende fünf und 
folglich alJe Punkte gemein. — Auf ähnliche Art ist der Satz rechts zu 
beweisen 

K= je, Geometrie fler Lage, I. 3. Auä, 10 
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dasa auch dem Element Bj des ersteren Gebildes das Element B 
des letzteren entspricht, oder dass je zwei Elemente B und jß, 
einander doppelt entapreehen. 

Eine Folgerung, die wir schon früher hätten aufstellen können, 
ist diese: 

„Eine Pnnktreihe I. Ordnung u liegt involutoriseli zu einem ihr 

„pcojeetiven Büschel S, wenn der Mittelpunkt des letzteren 

„ausserhalb u liegt und von irgend zwei Punkten P und Pj 

„der Punktreihe jeder auf demjenigen Strahle des Büschels 

„liegt, welcher dem anderen Punkte entspricht." 

Denn der Schnitt des Büschels mit der Geraden ist projectiv zu 

M und hat mit u involutofiache Lage, weil die Punkte P und P, 

einander doppelt entsprechen. Auf ähnliehe Weise erkennt man, 

wann ein Ebenenbuschel zu einer Punktreihe oder einem Strahlen- 

hüschel involutorisch liegt. 

Der Satz, dass je zwei conjugirte Elemente Ä, A^^ einer In- 
volution durch die Doppelelemente M, ^derselben, wenn solche 
vorhanden, harmonisch getrennt sind, lässt sieb ebenfalls elementar 
beweisen. Sei die Involution M . N . AA^ entstanden aus zwei 
projeetiven Punktreihen I. Ordniing, die involutorisch liegen; dann 
entsprechen den Punkten M, A, JV, A^ der einen Reihe die Punkte 
M, Aj, N, A der anderen, weil M und N beiden Punktreihen 
und A und A^ einander doppelt ent- 
) MANA-^ ~MAyNA. Projiciren wir nun 
MANA^ aus einem beliebigen 
Punkte S (Fig. 64) auf eine 
durch M gehende Gerade, und 
bezeichnen mit MRKT die Pro- 
jection, so ist diesfe zu MANA^. 
und folglich auch zu MA^NA 
projectiv , also MRKT~/\ 
MA^NA. Diese projeetiven Ge- 
bilde haben aber den Punkt M 
Fig. 61. entsprechend gemein und liegen 
folglich perspectiv; d. h. die Ge- 
raden RAj^, KN^ TA schneiden sich in einem und demselben 
Punkte Q. Wir erhalten somit ein Viereck QSST, von welchem 
je zwei Gegenseiten sieb in A und A^ schneiden, während die 
Diagonalen beziehungsweise durch M und N gehen; die Punkte 
MANA^ sind also wirklich vier harmonische Punkte. 
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Eine Gruppe von drei ESementenpaaren ÄA^ . BB^ . CC^ einer 
Involution heisst ebenfalls eine Involution im eageren und ur- 
sprünglichen Sinne des Wortes. Die sechs Elemente derselben 
sind nicht nnabhängig von einander, V7eil ja in einer Involution 
zu jedem Elemente das zugeordnete bestimmt ist, sobald zwei 
paar zugeordnete Elemente gegeben sind, und weil je zwei Ge- 
bilde projectiv sind, welche wie AA^BG und A^A^^C^, oder 
AB^C^C und Aj^BCCi in symmetrischer Weise aus jenen sechs 
Elementen zusammengesetzt werden. Umgekehrt folgt ans der Be- 
ziehung AA^BC~ A^AB^Ci, dassdie drei Elementenpaare A, A^; 
B, B^\ C, C^ eine Involution AA, . BBj . CCj bilden; denn in 
den projeetiven Gebilden AA^BC und AiABjCj entsprechen die 
Elemente A und ^^ einander doppelt, und folglich auch die Ele- 
mente B und ßj, sowie C und G^. Ein Doppelelement M oder 
N kann in der Involution die Stelle eines Elementenpaares ver- 
treten; so z. B. ist M .-AA^ . BBi eine Involution, wenn MAA,B 
'X MA^^AB^. Ebenso ist M . N . AA^ eine Involution, wenn 
MANA-i projectiv zu MA^NA, also ein harmonisches Gebilde ist. 

Wir können mm folgenden Doppelsatz beweisen: 




Die drei paar Gegenseiten 1 Die drei paar 
eines vollständigen Vierecks I eines vollständigen Vierseits wer- 
QSST (Fig. 65) werden von ] den aus jedem Punkte, der mit 
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dem Vierseit in einer Ebene 
aber anf keiner der Tier Seiten 
liegt, durch drei Strahlenpaare 
eiaer Involution projicirt. 



jeder Geraden u, die mit dem 
Viereck in einer Ebene liegt 
aber durclikeinenEckpunktgeht, 
in drei Punktenpaaren einer In- 
volution gescbnitten. 

Möge u die 'Seiten 'BT xmd S'QI ST und QK, ^ und ~ES 
in den resp. Punkten Ä und A^, B und Bj, Cund C^ schneiden, 
und sei der Schnittpunkt von 'QS uixA "ET. Dann ist ATOB 
eine ProjecHou sowohl von ACA^B^ aus dem Mittelpunkte Q, 
als auch von ABA^C^ aus dem Mittelpunkte S, und daher 

ACA^Bij;^ATOBj::ABAiCi. 
Ausserdem aber ergiebt sich, veenn A mit Äj^, sowie B mit C^ 
vertauscht vrird (Seite 144): 

ABA^Ci~A^C,AB. 
Folglich ist auch: 

ACA^B,~AyC^AB, 
und AAj . BB^ . COj eine Involution. Denn werden zwei in u 
hegende Puuktreihen projectiv so auf einander bezogen, dass 
den Punkten A, C, A^ des ersten die resp. Punkte A^, (7^, A 
des zweiten entsprechen, so liegen die Gebilde involutorisch, weil 
A und Ai einander doppelt entsprechen, und B^ und B ent- 
sprechen einander wegen der Beziehung ACAjB^~/\ AiC^AB. 

Sind nun von einer involutorischen Pnnktreihe u zwei Punkten- 
paare A, .A^ und B, B^ gegeben, und soll zu einem behebigen 
fünften Punkte C der zugeordnete C^ gesucht werden, so können 
wir ohne Benutzung der Gebilde II. Ordnung folgendermaassen ver- 
fahren. Wir construiren ein vollständiges Viereck, von welchem 
zwei Gegenseiten durch resp. A und ^,, zwei andere durch resp. 
B und -B, gehen, eine fünfte Seite aber Centhält; dann trifft die 
sechste Seite den gesuchten Punkt Cj. 

Zwei so eonstrairte Vierecke QBST und Q^B^S^T^ haben zu 
der Involution AA^ . BB^ . CCj wesentlich verschiedene Lagen, 
wenn ihre durch A, B, C gehenden Seiten in dem einen Viereck 
sich in einem Eckpunkte T scjineideu, während sie in dem anderen 
ein Dreieck ^jÄ^S^ bilden; ihre sechsten Seiten aber gehen gleich- 
wohl beide durch C^ (Fig- 65). Liegen die beiden Vierecke in ver- 
schiedenen Ebenen, so bilden ihre acht Eckpunkte zwei Tetraeder 
QBST^ und Q^R^S^T, welche einander sowohl um- als auch ein- 
geschrieben sind, Ist das eine Tetraeder gegeben, so kann das 
andere hiernach leicht auf unendlich viele Weisen construirt werden. 
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Sind zwei Punkte M und N der Geraden u sowohl durch A 
und jIj. als auch durch B und B^, also durch zwei paar Gegen- 
seiten des Vierecks QBST harmonisch getrennt, so sind sie auch 
durch C und Cj, d. h. durch das dritte paar Gegenseiten har- 
monisch getrennt. Denn M und N sind dann die Doppelpunkte 
der Involution AÄ^ . BB^ . CC^. 

„Wenn einem einfachen Viereck" QBST (Fig. 66) eine Curve 
„II. Ordnung umsehriebeo ist, so bilden die drei Paare von 




„Punkten, in welchen eine durch feeinen Eckpunkt gehende 
,i-Gerade M die Curve und die zwei paar Gegenseiten des Vier- 
„ecks schneidet, eine Involution. (Lehrsatz des Desargues.)" 
Denn es werde u von den Seiten TQ, QE, BS und ST in den 
resp. Punkten A, B, Aj^, B^ geschnitten, von der Curve aber in 
den Punkten P und P^, Dann sind die beiden Büschel, durch 
welche die Curvenpunkte P, B, P^, T aas Q und S projicirt 
werden, projectiv (Seite 76), und folglich auch die Punktreihen 
PBPiA und PA^P^Bj, in welchen diese Büsche! durch die Gerade 
u geschnitten werden. Da nun PA^P^B^ — P^B^PA^ (Seit« 144), 
so folgt auch: 

PBP^A — P,B,PA„ 
d, h. PP^ . AAj . BBi ist eine Involution. 

Ein ganz analoger Satz gilt für die Cnrven II. Ordnung, 
welche einem einfachen Vierseit eingeschrieben sind, also die Seiten 
desselben berühren. Weil aber ein involutorisches einförmiges 
Gebilde schon durch zwei Elementenpaare A, A^ und B, B^^ be- 
stimmt iat, so gilt auch folgender ] 
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Die einem Viereck umschrie- 
benen Curven II. Ordnung wer- 
den von einer Geraden m, die in 
der Ebene des Vierecks liegt, 
aber durch keinen Eckpunkt 
desselben geht, in Punktenpaaren 
einer Involution geschnitten. In 
ihren beiden Doppelpunkten wird 
M von zwei jener Carven berührt. 



An die einem Vierseit einge- 
schriebeneu Curven -IT. Ordnung 
gehen durch einen Punkt S, 
welcher in der Ebene des Yier- 
seits aber auf keiner Seite liegt, 
tangirende Sirahlenpaare einer 
Involution. Die Doppelstrablen 
von S berühren in diesem Punkte 
zwei jener Curven. 



Jenaehdem solche Doppelelemente vorhanden sind oder nicht, 
giebt es zwei oder gar keine Curven II. Ordnung, welche einem 



Vierseit eingesehrieben sind und 
zugleich durch einen in dessen 
Ebene beliebig gegebenen Punkt 



Viereck umseh rieben sind und 
zugleich eine in dessen Ebene 
beliebig gegebene Gerade u be- 
rühren. 

Zugieich ist die Aufgabe, diese Curven iT. Ordnimg zu con- 
struiren, zorückgeführt auf die folgende: „In einer Involution die 
Doppelelemente zu bestimmen." Mit dieser Aufgabe zweiten Grades 
werden wir uns in einem der nächsten Vorträge beschäftigen. 

Ist im Satze links die Gerade M unendlich fern, so ergiebt 
sich insbesondere Folgendes: 

,. Durch vier eigentliche Punkte einer Ebene können entweder 
„zwei oder gar keine Parabeln gelegt werden." 
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Dreizehnter Vortrag. 

Metrische Relationen von Involntionen. Brennpunkte 
der Curven zweiter Ordnnng.*) 



Seien A, ^,; B, B^; C, C^ {Pigg. 67 und 68) drei Punkten- 
paare einer involutorisehen Puüktreihe I, Ordnung, so dass (nach 




Seite 147) unter Anderem die Beziehung stattfindet: ÄAiBC^ X 
A^AB-^C•, dann gilt (Seite 66) für die Abschnitte, welche die sechs 
Punkte unter einander bilden, folgende Proportion: 

AC, ' BC, A,C ■ B,C' 



*) Die Tvichtigeren Brennpunktseigen schatten der Kegelschnitte anBser 
den auf die Leitlinien bezüglichen und der fundamentalen, welche wir unten 
znr Definition der Brennpunkte henutaen, waren schon dem Apolloniua be- 
kannt. (Tgl. conicorum Über 111, prop. 45 u. flgde.). 
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Wir köimea statt derselben auch die folgende schreiben: 
AA, , BA,. __ AA, . AB^ 
AC^ ' BC^ ~ CA^ ■ CBi ' 
denn es ist Ä^Ä = — AA^; A^C^^ — CA^ u. a. w., weil je zwei 
solche Abschnitte gleiche Länge, aber entgegengesetzten Sinn haben. 
Werden alle Divisoren nebst dem Factor AA^ fortgeschafft, so 
ergiebt sich die Gleichnng 

l . . . . Aß^.BC^.CA^= AC^ . BA, . CB,. 
Diese Formel findet sich ganz beiläufig schon in den Coüectiooes 
des Pappus, tiber VII, prop. 130. 

Die Beziehung AA^^BC^ J^ A^AB^C verliert ihre Gültigkeit 
nicht, wenn in derselben irgend zwei conjugirte Punkte vertauscht 
werden; dasselbe gilt daher von der Gleichung I, Durch Vertau- 
schung von C mit C^ z. B. erhalten wir folgende Gleichung: 

I AB^.BC.C^A^ = AC.BA^ . C^B^; 

und in derselben Weise ergeben sich aus I noch andere ähnlich 
gebaute Gleichungen. Gauz analoge Gleichungen lassen sich auch 
für die Sinus der Winkel aufstellen, welche die sechs Element« 
einer Involution im Büschel 1. Ordnung mit einander bilden. 

Die Gleichungen I und I^, vereinfachen sich wesentlich, wenn 
einer der sechs Punkte, z. B. C-,, ins Unendliche rückt. Sein zu- 
geordneter Punkt C fällt dann zusammen mit dem sogenannten 
Mittelpunkte der involutorischen Punktreihe, d. h. mit demjenigen 
Punkte 0, welcher dem unendlich fernen Punkte zugeordnet ist. 
Zugleich nähern sich die Verhältnisse; 



AC, — AB 
AC, 



AC, ACi 



C,ßi ~ CiB, ^ ' " CxBx 

unbegrenzt dem Werthe Eins, weil ÄC^ und CjS, ins Unendliche 
wachsen, AB und Aj^B^ dagegen endliche Abschnitte sind. Die 
■Gleichungen I und I. gehen also in folgende über: 
AB^. OA, =BA^ . OB^ 
und ABi.BO^AO.BA,. 
Durch Division entsteht hieraus: 



und diese Gleichung lässt sieh sofort auf die Form bringen: 

II .... 0^ . OA, = OB . OB,; 
A. h.: „Das Product der Abschnitte, welche zwei conjugirte Punkte 
„{A und A, oder B und B^ etc.) einer involutorischen 
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„Punktreihe I. Ordnung mit dem Mittelpunkte derselben 
„bilden, ist conatant," 

Hat die Punktreihe zwei Doppelpunkte M und N (Fig. 68), 
in welchen also je zwei conjugirte Paukte zusammenfallen, so 
folgt aus II: 

m . . . . OÄ. OÄj = (OM)^ = {ON)K 
Der Mittelpunkt halbirt also den Abachnitt MN zwischen den 
Doppelpunkten. Zugleich sagt diese Gleichung aus (Seit« 49), dass 
M und N durch A und A^ harmouiseh getrennt sind, was wir 
schon wissen. 

Jenachdem das Produet OA . OA^ positiv (gleich einem 
Quadrat [Oil/]^) oder negativ ist, sind Doppelpunkte vorhanden 
oder nicht.' Im ersteren Falle liegen Ä und A^ auf der gleichen, 
im letzteren Falle auf entgegengesetzten Seiten des Mittelpunktes 0. 
Dasselbe ergiebt sich aus einem früheren Satze (Seite 143). 

Beschreiben wir über jedem Abschnitte jl.4j, BB^, CCi etc., 
welcher von zwei conjugirten Punkten der Involution begrenzt 
wird, einen Kreis, dessen Durchmesser der Abschnitt ist, und be- 
zeichnen wir mit r den Radius eines beliebigen dieser Ei-eise, z. B. 
desjenigen über AA^, und mit d den Abstand seines Mittelpunktes 
K vom Punkte 0. Dann ist (Pigg. 67 und 68): 
OA = OK~AK=d-^r 
und OAi=OK-{-KA^ = d + r, 
und folglich: 

OA . OA,^(d — r) (d -\- r) = d' — rK 

Hat die Involution zwei Doppelpunkte M, N (Fig. 68), ist 
sie also hyperbolisch, so liegt ausserhalb des Kreises und 
rfä — ^a bedeutet das Quadrat der Tangente (, die von an den 
Kreis gelegt werden kann; denn ( und r sind die Katheten eines 
rechtwinkligen Dreiecks, von welchem d die Hypotenuse ist. Die 
Länge dieser Tangente ist nach Gleichung 11 dieselbe für alle 
über den Abschnitten construirten Kreise, und zwar nach III gleich 
der halben Länge des Abschnittes MN zwischen den Ordnungs- 
punkteu. Wird also aus dem Mittelpunkte ein Kreis über MN 
beschrieben, so schneidet dieser die über AA^, BB^, CC^ etc. 
construirten Kreise unter rechten Winkeln. Es lässt sich sogar 
zeigen, dass die letzteren Kreise von jedem durch M und N ge- 
legten Kreise rechtwinklig geschnitten werden (vergl. Seite 49). 

Ist die Involution elliptisch, d. h. hat sie keine Doppelpunkte 
(Fig. 67), so liegt ihr Mittelpunkt -0 innerhalb des über AA^ 
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beschriebeDeu Kreises, und d" — r^ ist negativ. Wird dann durch 
senkrecht zu AA^ eine Sehne PQ dieses Kreises gezogen, so 
bildet jede Hälfte OP oder 0^ dieser Sehne mit d zusammen die 
beiden Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, von welchem r die 
Hypotenuse ist, so dass d^ -\- {OPy = r^ oder d^ — r^ = — (OP)^ 
= — (OQy ist. Die Länge dieser Sehnenhälften bleibt aber nach 
Gleichung II dieselbe für alle über den Abschnitten AA^, -B-Bj, 
CG, etc. eonatruirten Kreise, und letztere gehen somit alle durch 
P und Q. Die Winkel APAi, BPB^, CPC^ etc. sind daher 
Rechte, und wir erhalten den Satz: 

„Hat eine involutorische Punktreihe I. Ordnung keine Doppel- 
,, punkte, so giebt es in jeder durch sie gelegten Ebene zwei 
,, Punkte P und Q, aus welchen sie durch rechtwinklige 
„ Strahleninvolntionen projtcirt wird; je zwei conjugirte Strahlen 
„dieser Involutionen stehen auf einander senkrecht." 

Dass die über AÄ-^, BB^, CO^ etc. construirten Kreise durch 
jeden Punkt gehen, in welchen ii^end zwei von ihnen sich schnei- 
den, kann auch aus folgendem Satze geschlossen werden: 

„Eine Strahlen in volution ist rechtwinklig, wenn irgend zwei 
„Strahlen a, b derselben mit ihren zugeordneten a^, b^ rechte 
„Winkel bilden." 
Die Richtigkeit dieses Satzes folgt daraus, dass die Strahlen eines 
Büschels S nur auf eine einzige Art involutorisch gepaart werden 
können,_ so dass seine Strahlen a und «j, sowie Ö und b^ einander 
zugeordnet sind. Dieses geschieht aber, wenn jedem Strahle von 
S der zu ihm senkrechte Strahl zugeordnet wird. 
Hierher gehört auch der Satz: 
„Werden einer Curve II. Ordnung beliebig viele rechtwinklige 
„Dreiecke ao eingeschrieben, dass die Scheitelpunkte der rechten 
„Winkel in einem Paukte S zusammenfallen, so sehneiden sieh 
„die Hypotenusen alle in einem Punkte." 
Durch die rechtwinklige Strahleninvolution S werden nämlich die 
Curvenpunkte involutorisch gepaart (vergl. Seite 141). 

Ist in der Ebene einer Curve k II. Ordnung ein Strahlen- 
büschel U I. Ordnung gegeben, dessen Mittelpunkt nicht auf der 
Curve liegt, so sind die Strahlen von U involutorisch gepaart, 
wenn je zwei in Bezug anf k conjugirte Strahlen einander zuge- 
ordnet werden (Seite 139). Wenn die ao entstehende Strahlen- 
involution rechtwinklig ist, so hat ihr Mittelpunkt eine besondere 
Bedeutung für die Curve II. Ordnung, und soll ein „Brennpunkt" 
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der letzteren heissen. Wir können also folgende Definition auf- 
stellen: 

„Jeder Brennpunkt einer Curve IL Ordnung hat solche Lage, 
„dasa je zwei hinsichtlicti der Curve conjngirte Strahlen des- 
, , selben sich rechtwinklig schneiden." 

Ein Brennpunkt kann nicht ausserhalb der Curve IL Ordnung 
liegen; denn sonst hätte die Strahleninvolution, deren Mittelpunkt 
er ist, zwei Doppelstrahlen, nämlich die durch ihn gehenden beiden 
Tangenten der Curve. Jeder Brennpunkt F liegt auf einer Ase 
der Curve II. Ordnung; nämlich der durch F gelegte Durch- 
messer ist eine Axe, weil er senkrecht steht auf der durch F 
gehenden, ihm conjugirten Sehne. Die Verbindungslinie von zwei 
Brennpunkten F und F^ eiuer Cnrve II. Ordnung ist eine Axe 
der Curve, weil sie zu den beiden Senkrechten, die in F und F^ 
auf ihr errichtet werden können, eonjugirt ist, ihr Pol also mit 
dem unendlich fernen Schnittpunkte dieser Senkrechten zusammen- 
fällt (vergl. Seite UO). 

Vom Kreise ist der Mittelpunkt ein Brennpunkt. Zwei 
Strahlen, die in Bezug auf einen Kreis eonjugirt sind, schneiden 
sich nur dann rechtwinklig, wenn einer oder jeder von ihnen ein 
Durchmesser ist; woraus leicht zu erkennen ist, dass der Kreis 
ausser dem Mittelpunkte keinen Brennpunkt haben kann. Von 
der folgenden Untersuchung soll der Kreis ausgeschlossen werden. 




Zu einer Geraden p in der Ebene einer Curve IL Ordnung 
giebt es eine coujugirte normale Gerade pi (Fig. 69), nämlich die 
Senkrechte, welche von ihrem Pole auf sie gefällt werden kann. 
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Sei nun a eine Axe der Curve II. Ordnung, and möge dieselbe 
von p und pj unter schiefen Winteln in den resp. Pnnbten P 
und Pj geschnitten werden; dann steht jeder Strahl des Büschels 
P senkrecht auf dem ihm conjugirten Strahle des Büschels P^. 
Die Büschel P and P^ sind nämlich projectiv anf einander be- 
zogen, wenn jedem Strahle des einen der ihm conjugirte Strahl 
des anderen angewiesen ist (Seite 100); da aber, wenn A den un- 
endlich fernen Pol der Axe a bedeutet, die drei Strahlen a, PÜ", 
P von P ihre resp. conjugirten Strahlen Pj^Ä, a und p^ von P^ 
rechtwinklig schneiden, so erzeugen P und Pj einen Kreis über 
dem Durchmesser PP^, und je zwei conjugirte Strahlen dieser 
Büschel sind auf einander senkrecht. Hieraus folgt die erste 
Hälfte des Satzes: 

„In einer Axe a einer Curve II. Ordnung giebt es zu jedem 
„Punkte P einen Punkt P,, so dass je zwei conjugirte Strahlen, 
„welche durch resp, P und P^ gehen, sich rechtwinklig schnei- 
,,den.. Werden je, zwei solche Punkte einander zugeordnet, so 
„sind die Punkte der Axe a involutoriseh gepaart." 

Die zweite Hälfte dieses Satzes ergiebt sieh aus Folgendem. 
Wir beziehen die beiden Parallelstrahlenbüsehel , von denen der 
eine die Richtung des Strahles p und der andere diejenige des 
Strahles p-^ hat, projectiv auf einander (Seite 100), indem wir 
jedem Strahle des einen Büschels den ihm conjugirten Strahl des 
anderen zuweisen. Die Gerade a wird von diesen Büscheln in 
zwei projectiven Punktreihen geschnitten, diese aber liegen invo- 
lutoriseh, weil je zwei Punkte derselben, wie P und Pj, einander 
doppelt entsprechen. 

„Hat diese Involotion a zwei Doppelpunkte, so ist jeder der- 

„ selben ein Brennpunkt der Curve II. Ordnung; hat a keine 

„Doppelpunkte, so ist jeder der beiden Punkte, aus welchen a 

,, durch eine rechtwinklige Strahleninvolution projicirt wii-d 

„(Seite 154), ein Brennpunkt der Curve." 

Denn je zwei conjugirte Strahlen eines solchen Punktes schneiden 

sich rechtwinklig. Im letzteren Falle liegen die Brennpunkte in 

der von a verschiedenen Axe der Curve II. Ordnung, und bilden 

die Doppelpunkte einer m dieser zweiten Axe liegenden Involution, 

welche auf dieselbe Weise entsteht wie die erstere. 

Keine Curve II Ordnung hat mehr als zwei Brennpunkte; 
denn jede Verbindungslinie von zwei Brennpunkten ist eine Axe 
der Curve, und nur der Kreis hat mehr als zwei isen- Diejenige 



Hosted by 



Google 



Brennpunkte der Curven zweiter Ordnung. Iö7 

Axe a einec Ellipse oder Hyperbel, auf welcher die beiden Brenn- 
punkte der Curve liegen, wird die „Hauptaxe", die andere wird 
die „Nebenase" genannt, 

„Umschreibt man einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Hypo- 
„tenuae in der Nebenaxe 'einer Curve II. Ordnung liegt und 
,, dessen Katheten conjngirt sind, einen Kreis, so schneidet der- 
„selbe die Hanptaxe in den Brennpunkten der Curve." 
Dieser Satz folgt sofort aus der zweiten Hälfte des vorhergehen- 
den Satzes. 

Die Hyperbel wird von ihrer Hauptaxe geschnitten; denn auf 
derjenigen Axe, von welcher sie nicht geschnitten wird, können 
die Brennpunkte nicht liegen, weil sie von der Curve eingeschlossen 
sind. Die Brennpunkte einer Ellipse oder Hyperbel haben vom 
Mittelpunkt der Curve gleichen . Abstand (Seite 45); denn in der 
Involution «, deren Doppelpunkte die Brennpunkte sind, ist der 
Mittelpunkt dem unendlich fernen Punkte zugeordnet, weil die 
Nebenaxe der Curve allen zu ihr normalen Geraden conjngirt 
ist. Ueberhaupt sind die Brennpunkte harmonisch getrennt durch 
je zwei eonjugirte Gerade, welche sich rechtwinkh'g schneiden. 

Ist die Curve II. Ordnung eine Parabel, also a die Axe der- 
selben, so haben die beiden projectiven Parallelatrahlenbüschel, 
von denen vorbin die Rede war, die unendlich ferne Gerade ent- 
sprechend gemein; denn dieselbe ist,, als Tangente der Parabel,' 
sich selbst conjugirt In der Involution a fällt also der eine 
Doppelpunkt zusammen mit dem unendlich fernen Punkt, welcher 
sonach als (uneigentlioher) Brennpunkt der Parabel anzusehen ist. 
Die Parabel hat demnach nur einen eigenthehen Brennpunkt, 
welcher als zweiter Doppelpunkt von a den Abschnitt zwischen 
je zwei einander zugeordneten Punkten P und P^ halbirt. 

Seien nun F und -F^ die beiden Brennpunkte einer Curve 
II. Ordnung, von denen der eine unendlich fern in der Richtung 
der parallelen Durchmesser lieg t, w enn die C urve eine Parabel 
ist. Je zwei eonjugirte Gerade SP und SP^, die auf einander 
senkrecht stehen X^ig- 69), sind dann durch die Punkte F und Fj^ 
und folglich auch durch die Strahlen SF und SF^ harmonisch 
getrennt; sie halbiren daher die Winkel zwischen SF und SF^ 
(Seite 46). Ist S ein Punkt der Curve, so berührt eine der Ge- 
raden SP und SPj die Curve; liegt S ausserhalb der Curve, so 
halbiren SP und SP^ auch die Winkel zwischen den beiden Tan- 
genten, welche von S an die Curve gezogen werden können, weil 
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diese gleichfalls durch SP und SP^ harmonisch getrennt sind 
(Seite 100). Wir erhalten somit die Sätze: 

„Jede Tangente einer Curve II, Ordnung bildet gleiche Winkel 
„mit den beiden Geraden, welche ihren Berührungspunkt mit 
„den Brennpunkten der Curve verbinden. Wenn zwei Kegel- 
„ schnitte die nämlichen Brennpunkte haben (confocal sind), so 
„schneiden sieh folglich die beiden Tangenten eines jeden . 
„eigenthchen Punktes, den sie mit einander gemein haben, 
,, rechtwinklig." 

„Wird der Schnittpunkt von zwei Tangenten verbunden mit 

„den Brennpunkten einer Curve II. Ordnung, so bildet die eine 

„Verbindungslinie mit der einen Tangente denselben Winkel wie 

„die andere Tangente mit der andern Verbindungslinie." 

Die Polare f eines Brennpunktes F der Curve II. Ordnung 

wird ,,DirectrLs" oder „Leitlinie" der Curve genannt; es giebt 

deren zwei bei der Ellipse und der Hyperbel, und eine eigentliche 

bei der Parabel. Für letztere nun gilt der Satz: 

,, Zwei Parabeltangenten P^ und PB stehen auf einander senk- 
„recht, wenn ihr Schnittpunkt P auf der Leitlinie liegt." 

In diesem Falle nämlich 
geht die Polare von P 
durch den Brennpunkt F 
(Fig. 70), sie enthält 
die Berührungspunkte A 
und B der beiden Tan- 
genten, und jede dieser 
Tangenten bildet deshalb 
mit AB dieselben Winkel 
wie mit einem beliebigen 
Durdimesser. Folglieh ist 
in dem Dreieck APB die 
Summe der Winkel A 
und B gleich der Summe 
der Winkel, welche PA 
Fig. TO. und PB mit dem durch P 

gehenden Durehmesser 
PC bilden, also gleich dem Winkel P, und weil die Winkel A, B 
und P zusammen zwei Rechte ausmachen, so mnss P ein rechter 
Winkel sein. 

Andere bemerkenswerthe Eigenschaften der Brennpunkte einer 




Hosted by 



Google 



Brennpunkte der Curren zweiter Ordnung. 



159 



Cnrve IL Ordnung ergeben sich ans ihrer Definition, wonach je 
zwei conjugirte Strahlen, eines Brennpunktes sich rechtwinklig 
schneiden; u. A. gilt der Satz: 

„Der Abschnitt einer Tangente, welcher zwischen dem Berüh- 
„ruugspunkte und einer Directrix liegt, wird aus dem zugehö- 
„rigen Brennpunkte dnrch einen rechten Winkel projicirt." 
Die Schenkel dieses Winkels sind nämlich zwei conjugirte Strahlen 
des Brennpunktes F, weil der Punkt, in welchem die Tangente 
von der Directrix f geschnitten wird, die Verbindungslinie von F 
mit dem Berührungspunkte zur Polare hat. 

Seien TA und TB zwei beliebige Tangenten einer Curve 




II. Ordnung (Fig. 71), sei also AB die Polare des Punktes T; dann 
ist der Schnittpunkt P von AB und f der Pol der Geraden TF, 
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und PF stellt senkeecht zu TF, weil dieae beiden Strahlen con- 
jngirt sind. Zugleich sind FÄ und FB harmonisch getrennt 
durch FT und FP, weil Ä und B harmonisch getre nnt sind 
durch P und FT. J'olglich werden die von FA und -f B ge- 
bildeten Nebenwinke! halbirt durch JT und TF {Seite 46); oder: 
„Wird ein Brennpunkt einer Curve II. Ordnung verbunden mit 
„den Berührungspunkten, sowie mit dem Schnittpunkte von zwei 
„Tangenten, so bildet die letztere Verbindungslinie gleiche 
„Winkel mit den beiden erster en." 
Werden durclt A und B (Fig. 71) zwei Parallele zu FT gezogen, 
welche in resp. A^ und B^ die Directrix f schneiden, so sind auch 
A, und B^ harmonisch getrennt durch P und FT. Die Winkel 
zwischen FA^ und FBi werden daher ebenfalls halbirt durch 
FT und WP. Hieraus folgt sogleich, dass die Dreiecke Aj^AF 
und BjBF gleiche Winkel haben und ähnlich sind, dass also die 
Proportion gilt: 

FA:AA^^FB:BB^. 
Die Äbschnittte AA^ und BB^ bilden gleiche Winkel mit der 
Directrix f, und sind desLaib proportional zu den Senkrechten 
AA^ und jßßj, welche aus ^ und B auf /" gefällt werden können, 
so dass wir auch haben: 

FA: AA^ = FB:BB^. 
Hier sind A und B zwei ganz beliebige Curveupunkte ; also gilt 
der Satz: 

„Die Abstände eines behebigen Punktes der Curve II. Ordnung 

„von einem Brennpunkte und von der zugehörigen Directrix 

„haben ein eonstantes Verhältniss zu einander" (Pappus). 

Für die Parabel ist der Werth dieses Verhältnisses gleich der 

Einheit , die beiden Abstände sind einander gleich ; denn der 

Scheitelpunkt ist eben so weit entfernt vom Brennpunkte wie von 

der Directrix, weil er durch beide harmonisch getrennt ist vom 

unendlich fernen Parabelpuukfc, Mit Benutzung der Scheitelpunkte 

beweisen Sie leicht, dass der Werth jenes Verhältnisses kleiner 

ist als eins bei der Ellipsej und grösser als eins bei der Hyperbel; 

und da eine Curve IL Ordnung durch jede ihrer Axen in zwei 

symmetrische Hälften zerfallt, so hat das Verhältniss denselben 

Werth für den, einen wie für den anderen Brennpunkt und dessen 

Directrix. Sind also r and r^ die Abstände irgend eines Curven- 
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linien f und f(, so ist 

Jl = -^=Const., 
wo auch der Punkt Ä liegen möge. Es folgt hieraus, das's auch 
-^— ^ diesem constanten Verhältnisse gleich ist. Bei der Ellipse 
ist aber d-\- d^ und bei der Hyperbel d — d^ constant , nämlich 
gleich dem Abstände der beiden Leitlinien von einander; also 
moss für die Ellipse die Summe r-\-r^, und für die Hyperbel die 
Differenz r^r^ constant sein, d. h.: 

„Die Summe der Abstände eices beliebigen Punktes einer El- 
„lipse Ton den Brennpunkten derselben ist constant," 
„Die Differenz der Abstände eines beliebigen Punktes einer 
„Hyperbel von den Brennpunkten derselben ist constant." 
Ohne Mühe werden Sie finden, dasa diese eonstaute Summe oder 
Differenz gleich ist dem Abschnitte 2 a zwischen den Scheitel- 
punkten der Hauptaxe, nnd dass die Ellipse von ihrer Hanptaxe 
ein grösseres Stück einschliesst, als von der Nebenaxe. 

Wenn zwei Punkte zu einer Geraden symmetrisch liegen, 
d. h. wenn ihre Verbindungslinie auf der Geraden senkrecht steht 
und von ihr halbirt" wird, so heisst der eine der „Gegenpunkt" 
des anderen bezüglich der Geraden. Für die Ellipse und die Hy- 
perbel nun gilt der Satz: 
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„Die Gegenpuukte eines Brennpunktes F^ bezüglich aller Tan- 
„genten einer Ellipse oder Hyperbel liegen auf einem Kreise 
„vom Radius 2«, welcher den anderen Brennpunkt F zum 
„Mittelpunkt hat." 
Ist nämlich G der Gegenponkt tou i^, beziiglicli einer beüehigen 
Taugente, deren Berührungspunkt A sei (Pig. 74), so liegen F, 




A und G in einer Geraden, weil Ä F, und folglich auch Ä G mit 
der Tangente dieselben Winkel bildet wie ZF (Seite 158). und 
da ausserdem die Punkte F^ und G von A gleiche Abstände 
haben, so ist FG gleich der Summe (resp. Differenzl von FA 
und ^'i^, also constant = 2a, wie oben behauptet wurde. — Der 
Fusspnukt N des von Fj auf die Tangente gefällten Perpendikels 
ist der Halbirungspunkt von F^G, und der Mittelpunkt M der 
Curve halbirt die Strecke FiF; folglieh ist MN parallel zu FG 
und gleich ^ FG, also MN=a; d. h.: 

„Die Pusspunkte aller Perpendikel, welche von den Brennpunkten 
„einer Ellipse oder Hyperbel auf deren Tangenten gefällt werden 
„können, liegen auf einem Kreise, welcher den Abschnitt zwi- 
,, sehen den Scheitelpunkten der Hauptaxe zum Durchmesser hat." 
Betrachtet man die " Parabel als Grenzfall der Ellipse oder 
Hyperbel, z. B. als eine Ellipse, von welcher ein Brennpunkt un- 
endlich fern liegt, so gelangt man zu folgendem Satze: 

„Die Pusspunkte aller Perpendikel, welche vom Brennpnukte F 
„einer Parabel auf deren Tangenten gefällt werden können, 
„liegen auf der Scheit el tan gente der Parabel." 



Hosted by 



Google 



Brennpunkte der Curven zweiter Ordnung. 163 

Um ihn 7.\i beweisen, legen wir dnreb den Schnittpunkt iV der 
Scheiteltangente N8 und einer beliebigen Tangente NA (Fig. 75) 
eine Parallele NF, zur Axe «nd eine Gerade NF nach dem 




Brennpunkte; dann sind die Winkel FNA und SNF^^ gleich 
(Seite 1Ö8), weil NF^ den zweiten, unendlich fernen Brennpunkt 
der Parabel enthält; und da SNF^ ein rechter Winkel ist, so 
muas auch FNA ein solcher sein. 

Diese Satze geben uns zugleich Mittel an die Hand, die Brenn- 
punkte einer Curve II. Oidnung auf einfache Weise zu construiren. 
Eine sehr einfache Construction lur die Elhpse oder Hyperbel ist 
noch die folgende. Man construire in den beiden Scheitelpunkten 
der Hauptaxe die Tangenten, dieselben schneiden jede dritte Tan- 
gente in zwei Punkten P, Q, welche au** jedem Punkte der Haupt- 
axe durch zwei conjugirte Strahlen piojicirt werden (Seite 102), 
Um also die Brennpunkte zu erhalten, für welche diese beiden 
coujugirten Strahlen auf einander senkrecht stehen müssen, be- 
schreibe man über PQ als Durchmesser einen Kreis; die Schnitt- 
punkte desselben mit der Hauptaxe sind die gesuchten beiden 
Brennpunkte (Apollonius). 

Werden zwei Tangenten TA und TB einer Curve II. Ord- 
nung von einer dritten in den resp. Punkten A-, und B^ ge- 
schnitten, und sind A, B und C die resp. drei Berührungspunkte, 

11* 



Hosted by 



Google 



1 64 Dreizehnter Vortrag. 

Tiud F ein eigentlicher Brennpunkt der Curve (Fig. 76), so gelten 
für die Winke], durch welche die Abschnitte der Tangenten aus F 




projicirt werden, folgende Gleichungen (Seite 160): 
l B^FC = l BFB^ = { l BFG, 
l CFA^ ^ l A^FA = \L CFA; 
folgUch: Z B^FC-\-Z CFA^ = \{l BFC-^ / C^'^)^ 

oder: Z B^FA^ = / BFT= / TFA . 

Bleiben also die ersten beiden Tangeuten TA und TB fest, so 
hat der Winkel Bj^FA^, durch welchen der von ihnen begrenzte 
Abschnitt A^ B^ der dritten Tangente aus dem Brennpunkte F 
projicirt wird, eine unveränderliche GrÖSiSe, wie auch die dritte 
Tangente angenommen werden mag. Rollt die dritte Tangente 
auf der Curve fort, so beschreiben .4, und B^ zwei projective 
Punktreihen in den festen Tangenten, die Strahlen FA^ und FB^ 
aber zwei gleiche Strahlenbüschel um -P; also: 

„Die projectiven Punklreihen, in welchen irgend zwei Tan- 
„genten einer Cnrve II. Ordnung die übrigen schneiden, werden 
„aus jedem Brennpunkte der Curve durch zwei gleiche und gleich- 
„laufend projective Büschel projicirt." 
Dieser Satz gilt auch dann, wenn die Curve IT, Ordnung eine 
Parabel oder ein Kreis, und zugleich der Brennpunkt der un- 
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endtieh ferne Punkt der ersteren, oder der Mittelpunkt des letz- 
teren ist. Sind von einer Curve II. Ordnnng drei Tangenten und 
ein Brennpunkt gegeben, so können hiernach leicht beliebig viele 
andere Tangenten construirt werden. 

Ist die Curve II. Ordnung eine Parabel, so kann die beweg- 
liehe Tangente A^B^ auch in das Unendliche rücken, nnd die 
Geraden FA^ und FBj bilden folglieh dieselben Winkel mit ein- 
ander wie die festen Tangenten TA und TB. Das Viereck B^TA^F 
ist demnach ein Ereisviereek, und: 

„Jeder Kreis, welcher einem Tangentendreieck B^TAi einer 
, .Parabel umschrieben ist, geht durch den Brennpunkt F der 
„Parabel." 
Wenn man also den vier Dreiecken, welche von den Seiten eines 
Vierseits gebildet werden, Kreise umschreibt, so haben diese einen 
Punkt mit einander gemein, nämlich den Brennpunkt der dem 
Vierseit eingeschriebenen ParabeL 

Ist die Curve II. Ordnung eine Hyperbel, und sind die beiden 
festen Tangenten TÄ und TB ihre Asymptoten, also A und B 
ihre unendlich fernen Punkte, so laufen TB und FB parallel und 
der Winkel ß^FAj = BFT ist gleich dem einen der beiden 
Winkel, welche die Asymptote TB mit der Hauptaxe fT bildet; 
dem anderen ist der Winkel Aj^F^B^ gleich, durch welchen A^B^ 
aus dem zweiten Brennpunkte F, projicirt wird. Folglich sind 
B^FA^ und ^i-Fi-Bi zwei Nebenwinkeln gleich, nnd B^FA^F^ ist 
ein Kreisviereek. Also: 

„Die beiden Brennpunkte einer Hyperbel liegen mit den Punkten, 
„in welchen eine beliebige Tangente die beiden Asymptoten 
„schneidet, auf einem Kreise;. Die Mittelpunkte dieses Kreises 
„und der Hyperbel liegen mit denselben beiden Schnittpunkten 
,,auf einem i 
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Aufgaben zweiten Grades. Imaginäre Elemente. 



Unsere Üntersnchungeii haben uns mehrfach zu Aufgaben 
geführt, welche im Ällgeraeiuen zwei Lösungen zulassen, und nicht 
mit alleiniger Anwendung linearer Constructionen gelöst werden 
können, sondern die Benutzung eines Gebildes zweiter Ordnung 
verlangen. Hierher gehört u. A. die Aufgabe: „diejenigen Punkte 
zu bestimmen, welche zwei in einander liegende projective Punkt- 
reihen entsprechend gemein haben", sowie die folgende: ,,tou einem 
involu torischen Element argebilde die Doppelelemente zu bestimmen". 
Alle solche Aufgaben lassen sich auf die folgende zurückführen: 
,,Zwei Punktreiheu II. Ordnung h und ^i, die in derselben Curve 
„liegen, sind projeetiv auf einander bezogen; ihre entsprechend 
„gemeinschaftlichen Punkte sollen bestimmt werden." 

Seien A, B, C (Fig. 77) drei 
beliebige Punkte von k, und Ä^, 
B^, C[ die ihnen entsprechenden 
Punkte von ky. Projieiren wir 
dann aus Ä die Punktreihe k^ 
und ebenso aus j4, die Punkt- 
reihe fc, so erhalten wir zwei 
projective Büschel A{ÄlB^CJ) 
und Äi^(ABG), welche den Strahl 
A Ai entsprechend gemein haben. 
Die Schnittpunkte von je zwei 
homologen Strahlen der Büschel 
liegen folglieh auf einer Geraden 
^'^' "■ u, nämlich auf derjenigen, welche 

den Schnittpunkt von AB^ und 
A^B verbindet mit dem Schnittpunkte von J,C, und A^C. Die 
Punkte aber, welche u mit der Curve II. Ordnung gemein hat, 
sind die gesuchten, denn die Punktreihen k und ij haben jeden 
dieser Punkte entsprechend gemein. Jenachdem also u die Curve 
sehneidet, berührt oder gar nicht trifft, erhalten wir zwei solche 
Punkte, oder einen, oder gar keinen Punkt, 
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Zufolge des Pascal'schen Lehrsatzes liegt anf der Geraden u 
auch der Schnittpunkt der Geraden BC^ und B^C; denn auf der 
Geraden u schneiden sich die drei paar Gegenseiten des Sechsecks 
AB^CA^BC^, welches der Curve IT. Ordnung eingeschrieben ist. 
Zu derselben Geraden u gelangen wir also auch, wenn wir die 
projectiveu Punktreiheu k^ und k aus den resp. Punkten B und B^ 
oder ans C und C^ durch zwei perspective Strahlenbüschel proji- 
ciren. Siud überhaupt P, Q irgend zwei Punkte von k und P^, Q^ 
die ihnen entsprechenden Punkte von i,, so liegt der Schnittpunkt 
von PQi und P^Q auf der Geraden u. Wenn also drei Punkte 
von k nebst den entsprechenden Punkten von k^ gegeben sind, 
so kann die Gerade u ohne Schwierigkeit construirt werden. 

Liegen die Punktreihen k und k^ involutorisch, bilden sie also 
eine Involution, so ist n die luvolutionsaxe, und die Curve wird 
von ihr in den beiden Doppelpunkten geschnitten, wenn die In- 
volution solche hat. In diesem Falle brauchen wir nur zwei Paare 
zugeordneter Punkte A, A^ und B, B^ zu kennen, um u zu con- 
strairen; denn den Punkten A, B, A^ von k entsprechen sodann 
die resp. Punkte Aj^, B^, A von fc^, und u geht durch die beiden 
Punkte, in weichen die Geraden AB^ und AB von den resp. 
Geraden A^B und AiB, geschnitten werden (Figg- 60 und 61). 
Der Pol von m, in welchem sich die Geraden AA^ und BB^ 
schneiden, ist das Involutionseentrum , und wenn aus demselben 
zwei Tangenten an die Curve gezogen werden können, so berühren 
diese die Curve in den Doppelpunkten der Involution. 

Auf die soeben gelöste Aufgabe lassen sich nun die ver- 
schiedeneu S^lle der folgenden allgemeineren Aufgabe leicht zurück- 
führen: 

„Von zwei projectiven Elementargebitden, die in einander liegen, 
„die entsprechend gemeinschaftlicheu Elemente zu bestimmen." 
Sind z. B. die Elementargebilde zwei Kegel oder zwei ßegel- 
schaaren, so schneiden wir sie durch eine beliebige Ebene in zwei 
projectiven Punktreihen , die in derselben Curve II. Ordnung 
liegen; siud sie zwei Strahlenbüschel 11. Ordnung, so liegen auch 
die Punktreihen II. Ordnung, welche von denselben eingehüllt 
werden, in einander, und sind projectiv: wir brauchen also nur 
die. Punkte zu bestimmen, weiche diese Punktreihen entsprechend 
i haben, um sofort die gesuchten beiden Strahlen, die Tan- 
1 dieser Punkte, zu erhalten. Liegen zwei projective Strahlen- 
büschel I. Orduong coueentriseh und in einer Ebene, so schneiden 
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wir sie durch eine öurve II. Orduuug, welche durch ihren gemein- 
sehaftlichen Mittelpunkt geht, in zwei projectiven Panktreiheu 
k und ftj; die beiden Strahlen, welche die Büschel enteprechend 
gemein haben, gehen dann durch die beiden Punkte, welche fc 
und hl entsprechend gejnein haben. Sind die beiden projectiven 
Elementargebilde zwei Punktreihen v und i)j (Fig. 78), die in der- 




selben Geraden liegen, ao wird dieser Fall auf den eben erledigten 
zurückgeführt, indem wir die Piinktreihen aus einem beliebigen 
Pankte S durch zwei conceutrische Strahlenbüschel projiciren. 
Wir legen also durch S eine Curve II. Ordnung, z. B. einen Kreis, 
in der Ebene Sv, und projiciren irgend drei Punkte A, B, C von 
V und die ihnen entsprechenden Pankte Ä^, JS^, C^ von v^ aus 
dem Punkte S auf diese Curve. Wir erhalten so die resp. Curven- 
punkte A', B', G' und A\, B\, C\, und bestimmen sofort die 
Gerade u, auf welcher die Schnittpunkte von A'B\ und A\B', 
\OTiB'C\ und B\C, sowie von C'Ä\ und C\A' liegen. Wird 
dann die Curve II. Ordnung von u in zwei Punkten M' und N' 
geschnitten, so projiciren wir diese aus dem Punkte S auf die 
Gerade u, und erhalten so die beiden Punkte M und N von v, 
welche mit ihren entsprechenden Punkten M^ und N^ von v, zu- 
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sammenf allen. Hat die Curve II. Ordnung nur einen oder keinen 
Punkt mit M gemein, so erhalten wir nur einen oder keinen ent- 
sprechend gemeinschaftlichen Punkt der Puuktreihen v und v^. 

Für die Büschel und die Kegel II. Ordnung lässt sich die 
allgemeine Aufgabe auch direct, ohne Benutzung der Gurren 
II. Ordnung lösen; für die einförmigen Gnmdgebilde können wir 
sie daher lösen mit Hülfe einea beliebigen Elementar - Gebildes 
II. Ordnung. Die bequemste Lösung ist jedoch die soeben ge- 
gebene, weil sieh Cnrven II. Ordnung mittelst des Cirkels leicht 
construifen lassen. 

Bekanntlich sind zahlreiche Fortschritte der Mathematik innig 
verknüpft mit dem Bestreben, durch Erweiterung vorhandener oder 
Einführung neuer Begriffe Ausnahmen von allgemeinen Sätzen 
und Regeln zu beseitigen und verschiedene Sätze unter einem 
Gesichtspunkte zu vereinigen. So wurde die Arithmetik durch 
die negativen, durch die irrationalen und endlich durch die ima- 
ginären Zahlen wesentlich bereichert, und ohne die letzteren würde 
der wichtige Satz, dass eine Gleichung n"° Grades n Wurzeln hat, 
mit allen seinen zahlreichen Anwendungen z, B. in der analytischen 
Geometrie, geradezu falsch sein. Ebenso erwies sieh die Eiufiihrung 
der unendlich fernen Elemente in die neuere Geometrie als höchst 
fruchtbar. 

Die Aufgaben zweiten Grades nun haben den ersten Anlass 
gegeben, auch in die synthetische Geometrie „imaginäre" Punkte, 
Gerade und Ebenen einzuführen; und zwar ist es eines der grossen 
Verdienste von Staudt's, die Theorie der imaginären Elemente 
rein geometrisch begründet und zu einem hohen Grade der Voll- 
kommenheit gebracht zu haben. Es liegt aber in der Natur der 
Sache, dass diese Theorie in der synthetischen wie in der ana- 
lytischen Geometrie auf die Anschaulichkeit verzichten muss; des- 
halb beschränke ich mich hier darauf, nur die Anfangsgründe der 
Lehre vom geometrisch Imaginären Ihnen vorzutragen. 

Wir definiren die imagiimren Elemente durch folgenden Satz, 
welcher zugleich die Ergebnisse der vorhergehenden Untersuchung 
zusammenfasst : 

,,Zwei pröj'ective Elementargebilde, die in einander liegen, aber 
„nicht identisch sind, haben zwei reelle oder conjugirt imaginäre 
„Elemente (die aber auch zusammenfallen können) entsprechend 
,, gern ein." 
Wir nennen also die beiden entsprechend gemeinschaftlichen 
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Elemente „imaginär", so oft sie nicht reell vorhanden sind; in 
allen meinen frölieren Vorträgen war nnr von „reellen" Elementen 
die Rede. Eine Involution hat hiernach allemal zwei (reelle oder 
imaginäre) Doppelelemente. Auch können wir sagen: 

Eine Curve IL Ordnung hat 1 Von einer Carve II. Ordnung 
mit jeder reellen Geraden ihrer gehen durch jeden reellen Punkt 
Ebene zwei Punkte gemein; | ihrer Ehene zwei Tangenten; 
und nur 4aun, wenn die verschiedenen, in diesem Doppelsatze 
lengefassten Fälle getrennt werden sollen, fügen wir hinzu: 



diese beidenPunkte sind imaginär 
oder reell oder sie fallen zusam- 
men, jenachdem die Gerade ganz 
ausserhalb der Curve liegt oder 
dieselbe sehneidet oder berührt. 



diese beiden Tangenten sind 
imaginär oder reell oder sie 
fallen zusammen, jenachdem der 
Punkt innerhalb oder ausser- 
halb oder auf der Curve liegt. 
Wenn die Curve II. Ordnung und die Gerade vollständig ge- 
geben sind, so wollen wir ihre beiden gemeinschaftlichen Punkte 
als bestimmt ansehen. Sind aber z. B. nur fünf Punkte A, B, G, D, E 
der Curve gegeben, so denken wir uns letztere durch zwei projec- 
tive Strahlenbüschel A{CDE) und B{CDE) erzeugt; dieselben 
werden von der Geraden in zwei projeetiven Punktreihen ge- 
schnitten, welche jene beiden Punkte entsprechend gemein haben. 
Die beiden Punkte können nach den obigen Regeln bestimmt 
werden, wenn irgend eine Curve II. Ordnung vollständig gegeben 
ist. Wir können auf diese Weise auch entscheiden, von welcher 
Art eine durch fünf Punkte bestimmte Curve II, Ordnung ist; denn 
,,Eine Curve II. Ordnung ist eine Hyperbel, Ellipse oder Parabel, 
, jenachdem die beiden Punkte, welche sie mit der unendlich 
„fernen Geraden gemein bat, reell oder imaginär sind oder 
„zusammenfallen," 

Auch die folgenden Aufgaben zweiten Grades können mittelst 
derselben Methode gelöst werden: 

Von einer Curve II. Ordnung sind f 
vier Punkte und die Tangente 
von einem derselben, oder drei 
Punkte und die Tangenten von 
zwei derselben ; die beidenPunkte 
sollen bestimmt werden, welche 
sie mit einer beliebigen reellen 
Geraden ihrer Ebene gemein 
bat. 



vier Tangenten und der Berüh- 
rungspunkt von einer derselben, 
oder drei Tangenten und die 
Berührungspunkte Von zwei der- 
selben; die beiden Tangenten 
sollen bestimmt werden, welche 
durch einen beliebigen reellen 
Punkt ihrer Ebene gehen. 
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Sollen die gemeinschaftliclieii Punkte einer Geraden und einer 
Curve II, Ordnung, von welcher fünf Tangenten gegeben sind, be- 
stimmt werden, so suchen wir zunächst die Berührungspunkte der 
Tangenten, und führen so diese Aufgabe auf die vorhin gelöste 
zurück. 

Die beiden conjugirt imaginären Doppelelemente einer el- 
liptischen Involution AÄ^ . BB^ .... werden von v. Staudt 
dadurch unterschieden, dass er mit dem Gebilde einen bestimmten 
in ihm enthaltenen Sinn ABA^ oder A^BA verbindet. Auch 
ohne hierauf näher einzugehen, können wir auf Grund des Vor- 
hergehenden folgende Sätze und Definitionen aufstellen: 



Ein imaginärer Punkt liegt 
allemal auf einer reellen Gera- 
den; dieselbe enthält auch den 
jonjugirt imaginären Punkt. 



Eine imaginäre Ebene geht 
allemal durch eine reelle Ge- 
rade; durch dieselbe gebt auch 
die conjugirt imaginäre Ebene. 



Eine imaginäre Gerade ,, erster Art" geht allemal dureb einen 
reellen Punkt und liegt in einer reellen Ebene mit ihrer conju- 
girt im^nären Geraden; nämlich der Punkt und die Ebene sind 
die Träger der projectiven Büschel I. Ordnung, welche die beiden 
conjugirt imaginären Geraden entsprechend gemein haben. 

Zwei projective Begelsc haaren II. Ordnung, die in einander 
liegen, haben entweder zwei reelle Gerade, die auch zusammen- 
fallen können, oder zwei conjugirt imaginäre Gerade ,, zweiter Art" 
entsprechend gemein. Von den imaginären Geraden erster Art 
unterscheiden sich diese Geraden zweiter Art dadurch, dass sie 
von keiner reellen Ebene in einem reellen Pankte geschnitten und 
aus keinem reellen Punkte durch eine reelle Ebene projicirt wer- 
den können. Eine reelle Ebene nämlich schneidet die beiden pro- 
jectiven Regelschaareu in zwei projectiven Puuktreiben I. oder II, 
Ordnung, die in einander liegen und nur dann einen reellen Punkt 
entsprechend gemein haben, wenn die Regeischaaren eine durch 
ihn gehende reelle Gerade entsprechend gemein haben. Es giebt 
also eine Art von imaginären Punkten oder Ebenen, dagegen zwei 
Arten von imaginären Geraden, 

Wenn wir von Punkten, Geraden und Ebenen schlechthin 
reden, so verstehen wir darunter wie früher reelle Elemente, falls 
nicht ausdrücklich das Gegeufcheil gesagt wird oder aus dem Zu- 
sammenhange sich ergiebt. Dieses gilt insbesondere auch von den 
folgenden Aufgaben zweiten Grades. 

,,In einer Ebene sind zwei einfache «ecke gegeben; es soll ein 
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„drittes construirt werden, welches dem einen der gegebenen 
„eingeschrieben, dem andern umschrieben ist," Oder, um be- 
stimmter zu reden: „Ein weck za construiren, dessen Eck- 
„punkte der Reihe nach in n gegebenen Geraden, Mj, %, 
„%, . . . . , M„ liegen, und dessen Seiten der Reihe nach durch 
„w gegebene Punkte S^, S^, Sg, . . . . , S„ der Ebene gehen." 
Wir projiciren aus dem Pankte S^ die Punktreihe m^ auf 
die Gerade m^, dann aus S^ die Punktreihe m^, d. h, die Projec- 
tion von M^, auf die Gerade Mg, ferner ans dem Punkte S^ die 
Punktreihe M3 auf % u, s. w., und endlich aus S„ die Punkt- 
reihe M. auf M^. Wir erhalten so Ji-f- 1 projective Punktreihen, 
von denen jede eine Projection der vorhergehenden ist, und von 
denen die erste und die letzte in einer und derselben Geraden u^ 
liegen. Jeder Punkt nun, welchen die erste und die letzte Punkt-, 
reihe entsprechend gemein haben, kann als erster Eckpunkt des 
gesuchten wecks angenommen werden, und giebt sofort eine Lö- 
sung der Aufgabe, Im Allgemeinen sind also höchstens zwei 
Kecke möglich, die der Aufgabe genügen. Wenn in besonderen 
Fällen die beiden in u^ liegenden projectiven Punktreihen mehr 
als zwei und folglich alle ihre Pankte enteprechend gemein haben, 
so erhalten wir unendlich viele Lösungen der Aufgabe. — Die 
Bedingung, dass die Geraden w^, Mg, m^, .... , w„ mit den Punkten 
Si, Sj, Sj, . . . . , i5„ in einer und derselben Ebene liegen sollen, 
ist übrigens nicht nothwendig; es genügt, wenn S, mit m^ und u^ 
in einer Ebene liegt, ebenso S^ mit u^ und Mj u. s. w., sowie end- 
lich S„ mit M„ und Mj, Die gegebenen beiden wecke können also 
auch sogenannte windschiefe «ecke sein. 
Hierher gehört auch die Aufgabe: 
,,Eine Gerade zu finden, welche vier gegebene Gerade a, b, c, d 
„schneidet, wenn von diesen letzteren keine zwei in einer Ebene 
„liegen." 
Wir beziehen die Ebenenbüsehel a und h perspectiv auf die Punkt- 
reihe c, und schneiden dieselben durch d in zwei projectiven 
Punktreihen, Durch jeden Punkt, welchen die letzteren ent- 
sprechend gemein haben, geht eine Gerade, welche auch von «, h 
und c geschnitten wird, indem sie in zwei homologen Ebenen der 
Büschel a und b liegt. Gehören die Geraden a, h, c, d einer und 
derselben Regelschaar an, so hat die Aufgabe unendlich viele Lö- 
1 allgemeinen Fall dagegen zwei. Wir können die Aqf- 
! auch so ausspi 
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„Eine Begelfläche II, OrdnTnig ist dureli drei Gerade a, i, c 
„ihrer einea Regelschaar gegeben; es sollen die Punkte bestimmt 
„werden, welche sie mit einer beliebigen vierten Geraden d ge- 
„mein hat." 

Eine der wichtigeren Aufgaben zweiten Grades ist die fol- 
gende: 

„Zwei Involutionen liegen in einander; es sollen zwei Elemente 
„bestimmt werden, welche in beiden Involntionen einander zu- 
„geordnet sind," 
Liegen zunächst die beiden In- 
volntionen in derselben Curve 
II. Ordnung, sind etwa (Fig. 79) 
einerseits den Punkten a und ß 
der ,Ciirve' die resp. Punkte a^ 
nnd ßj zugeordnet, andererseits 
aber den Punkten Ä und B 
die resp. Punkte ^j und 5,, so 
suchen wir die beiden Involu- 
tionseentra V und V, so dass mit 
V je zwei conjugirte Punkte der 
einen, und mit V je zwei solche 
der anderen Punktreihe in einer ^'^' '^' 

Geraden liegen. Wird dann die 

Gerade VY von der C5urve II. Ordnung in zwei Punkten X und 
X^ geschnitten, so sind diese in beiden Involutionen einander zu- 
geordnet. Berührt W die Curve, so ist der Berührungspunkt 
von jeder der beiden Involutionen ein Doppelpunkt. Liegt endlich 
W ganz ausserhalb der Curve, so giebt es keinen reellen Punkt, 
welcher in beiden Involutionen sich seibat oder einem anderen 
Punkte zugeordnet wäre. Dieser letzte Fall kann aber nur dann 
eintreten, wenn die Involntionen je zwei reelle Doppelpunkte haben, 
also beide liyperboHsch sind, weil nur dann die Punkte V und Y 
ausserhalb der Curve liegen; und da die Polaren von XJ und F 
sieh innerhalb der Curve schneiden müssen, nämlich im Pole von 
W^ so sind ausserdem die Doppelpunkte der einen Punktreihe 
dnreh diejenigen der anderen getrennt. 

Betrifft die Aufgabe zwei coneentrisehe Strahlern nvolutioneu, 
so schneiden wir diese durch eine Curve 11. Ordnung, welche durch 
den gemeinschaftliehen Mittelpunkt der Büschel geht; und auf 
ähnliche Weise können wir jeden beliebigen Fall unserer allge- 
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I Aufgabe auf den eben erledigten zuriiekfiihren. Das zu- 
letzt gewonnene Resultat gilt deshalb nicht blos für zwei Pimkt- 
involutionen , die in derselben Curve II. Ordnung liegen, sondern 
kann allgemein so ausgesprochen werden: 

„Wenn zwei Involutionen in einander liegen, so giebt es in 
„denselben zwei Elemente, welche sowohl in der einen als auch 
„in der anderen Involution einander zugeordnet sind; diese Ele- 
„mente sind nur dann (conjugirt) imaginär, wenn beide Invo- 
„lutionen hyperbolisch, und die Doppelement« der einen dareb 
„diejenigen der anderen getrennt sind. Wenn die beiden zwei- 
„fach conjugirten Elemente sich vereinigen, so haben die Invo- 
„lutionen ein gemeinschaftliches Doppelel erneut." 

Sind z. B. die Involutionen zwei Strahleubüschel I. Ordnung 
und ist die eine rechtwinklig (Seite 154), so folgt als speeieller 
Fall dieses Satzes: 

„In jedem inTolutorischen Strahlenbüschel I. Ordnung giebt es 
„zwei einander zugeordnete reelle Strahlen, die auf einander 
„senkrecht stehen; dieselben heissen die Axen des Büschels." 
Wir haben so aufs Neue den Satz bewiesen, dass eine Ellipse 
oder Hyperbel zwei zu einander senkrechte conjugirte Durchmesser, 
d. h. zwei Äsen besitzt (vgl. Seite 110); denn ihre Durehmesser 
bilden eine Involution, wenn je zwei conjugirte Dnrchmeaser ein- 
ander zugeordnet werden. Natürlich gehört dieses Ergebniss in 
die Geometrie des 
Masses, und ebenso die 
hieran sich knüpfende 
zweiten Gra- 




„Von einer Curve 
„ II. Ordnung sind 
„ zwei paar conjugirte 
„ Durehmesser ge- 
„ geben; die Axen 
„der Curve sind zu 
„ construireu." 
Durch den Mittelpunkt 
Flg. 80, S der Curve (Fig. 80), 

in welcher die ge- 
gebenen Durchmesser sieh schneiden, legen wir einen beliebigen 
Kreis, welcher das eine Paar conjugirter Durchmesser in den 
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Pankten Ä und Ä^, das andere Paar in den Punkten B und B^ 
schneiden möge. Dann werden die Punkte des Kreises mittelst 
des Durch messerbüschels involutorisch gepaart, und der Punkt CT, 
in welchem AA^ und BB^^ sich sehneideu, ist das Involutions- 
eentrum, mit welchem je zwei einander zugeordnete Punkte des 
Kreises in einer Geraden liegen. Verbinden wir also U mit dem 
Mittelpunkte C des Kreises durch eine Gerade, so sehneidet diese 
den Kreis in zwei einander zugeordneten Punkten X und X^, 
welche aus S durch die gesuchten beiden Axen SX und SX^ 
projicirt werden. — Liegt ü ausserhalb des Kreises, so besitzt 
derselbe zwei reelle Doppelpunkte M und JV; dieselben werden aus 
U durch zwei Tangenten des Kreises projicirt, aus S aber durch 
die Asymptoten der Hyperbel, welcher die gegebenen conjugirten 
Durchmesser angehören (Seite 110). — Wie können (nach Seite 154) 
die Axen construirt werden, wenn statt des Kreises eine beliebige 
durch S gehende Curve Tl. Ordnung gegeben ist? 

Im Folgenden werden wir mehrfeeh die Aufgabe zu lösen 
haben : 

„In einem inYolutorisehen Strahlenbüschel sind zwei eonjugirte 
,, Strahlen so zu bestimmen, dass sie durch zwei in der Ebene 
„gegebene Punkte harmonisch getrennt sind," 
Damit diese Aufgabe nicht unmöglich werde, setzen wir yoraus, 
dass die gegebenen Punkte M und N nicht mit dem Mittelpunkte 
S des Strablenbüschels iu einer Geraden liegen, und dass durch 
keinen derselben ein Doppelstrahl des Büschels gebe. Projiciren 
wir dann die in volu torische Punktreihe, von welcher M und JV 
die Doppelpunkte sind, aus dem Punkte S durch einen zweiten 
involutorischen Büschel, so haben wir nur diejenigen beiden 
Strahlen zu suchen, welche in jedem der beiden Büschel einander 
zugeordnet sind. — Auch diese Aufgabe läast sieh auf andere 
Elementargebilde übertragen, und in verschiedene Formen kleiden. 
Statt des Büschels S könnte z. B. in der Geraden MN. eine in- 
volutorische Punktreibe gegeben sein; liegt dann von den Punkten 
M und JV" der eine N unendlich fem, so lautet die Aufgabe: 
„In einer Punktinvolntion I. Ordnung sind zwei einander zu- 
„ geordnete Punkte zu bestimmen, welche von einem beliebig in 
„der Geraden gegebenen Punkte M gleichen Abstand haben." 
In einer Ebene ist ein Drei- 1 In einer Ebene ist ein Drei- 
eck ABC und eine Strahleuin- eck und eine Punktinvolntion 
volntion I. Ordnung F gegeben, | I. Ordnung gegeben, von welcher 
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von welcher kein Doppelatralil 
durch einen Eckpunkt des Drei- 
ecks geht. Es soll dem Dreieck 
eine Curve IL Ordnung so um- 
schrieben werden, dass je zwei 
einander zugeordnete Strahlen 
der Involution F hinsichtlich der 
Cnrve conjugirt sind. 

Damit die Aufgabe möglich sei, darf der Mittelpunkt der 
Strahleninvolution F mit keinem Eckpunkte des Dreiecks ABC 
(Fig. 81) zusammenfallen; wir dürfen daher annehmen, dass min- 



kein Doppelpunkt in einer Seite 
des Dreiecks liegt. Es soll dem 
Dreieck eine Curve IL Ordnung 
so eingesch riehen werden, dass 
je zwei einander Zugeordnete 
Punkte der Involution hinsicht- 
lich der Curve conjugirt sind. 




destens zwei Seiten des letzteren, etwa AB und AC nicht durch 
F gehen. Auf jeder dieser Seiten AB und AG muss es einen 
Punkt gehen, dessen Polare in Bezug auf die gesuchte Curve, falls 
letztere existirt, durch F geht; und da derselbe von seiner Polare 
durch die Curve harmonisch getrennt ist, anderseits aber je zwei 
einander zugeordnete Strahlen von F hinsichtlich der gesuchten 
Curve IL Ordnung conjugirt sind, so finden wir ihn wie folgt. 
Wir bestimmen in der Involution F zwei einander zugeordnete 
Strahlen ^ und p^ so, dass sie durch die Punkte A und ß, zwei 
andere q und q^ so, dass sie durch die Punkte A und C harmo- 
nisch getrennt sind (Pig. 81). Sind diese Strahlen imaginär, so 
giebt es keine reelle Curve IL Ordnung, welche die Bedingungen 
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erfüllt, doch tritt dieser Fall nur dann ein, wenn die Involution 
F zwei reelle DoppeUtrahlen hat, die durch A und B oder auch 
durch A und C Ton einander getrennt sind (Seite 174), Möge 
AB von den Strahlen ]} und p^ in den resp. Punkten P and P^ 
gesclmitten werden, and AC von q und 5, in den resp. Punkten 
Q und ^j. Dann können und müssen wir eine der folgenden 
Annahmen machen: 

1) P und Q seien die Pole von resp. p, and q^; 

2) P und Q-^ seien die Pole von resp. ^j und q; 

3) P, und Q seien die Pole von resp. f und 3,; 

4) Pj und Q-^ seien die Pole von reap. f und 5. 

Jede dieser vier Annahmen führt zu einer Lösung der gegebenen 
Aufgabe. Wenn z. B. die erste Annahme gemacht wird, so suchen 
wir auf der Geraden PC den Punkt C, welcher durch P und 
dess en Polare p^ harmonisch von C getrennt ist, und ebenso auf 
QB den Puukt K, welcher von B harmonisch getrennt ist durch 
Q und dessen Polare q^. Diejenige Curve II. Ordnung, welche 
durch die fünf Punkte ABCB'C geht, und von welcher nach 
den früher angegebenen Methoden noch behehig viele Punkt« be- 
stimmt werden können, befriedigt dann alle Bedingungen. Denn 
sie ist dem Dreieck ABC umschrieben; und da durch P und p^ 
zwei Paar Curvenpunkte A, B und C, C harmonisch getrennt 
sind, so ist P der Pol von p-^^, also der Strahl FP oder p dem 
Strahle />! conjugirt, ebenso aber auch q dem Strahle ?,, so dass 
je zwei einander zugeordnete Strahlen der Involution F hinsicht- 
lich der Ourve conjugirt sind. 

Hat die Involution F zwei reelle Ordnnugsstrahlen , welche 
also von der gesuchten Curve II. Ordniing berührt werden, so 
können wir die eben gelöste Aufgabe auch so aussprechen: 

Um ein gegebenes Dreieck eine Einem gegebenen Dreieck eine 

Curve n. Ordnung zu beschrei- Curve II. Ordnung einzuschrei- 
ben, welche zwei in derselben ben, welche durch zwei gegebene 
Ebene gegebene Gerade berührt. Punkte geht. 

Zugleich aber lehrt die obige Coustruction , dass dieae 
Doppelaufgabe nur dann vier reelle Auflösungen hat, wenn links 
die beiden Geraden durch keine zwei Eckpunkte und rechts die 
beiden Punkte durch keine zwei Seiten des Dreiecks getrennt sind. 
Im andern Falle giebt es gar keine reelle Lösung. 

Hat die Involution F imaginäre Ordnnugsstrahlen, so hat die 
Aufgabe vier Lösungen. Dieser Fall tritt u. A. dann ein, wenn 

Keye, Geometrie der Lsge. I. 3. Aufl. \2 
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die InToIutioD rechtwinklig, also F ein Brennpunkt der gesuchten 
Cnrve ist (wie in Fig. 81 angenommen wurde); beiläufig haben 
wir also auch die Aufgabe gelöst: 

„Die vier Curven II. Ordnung zu bestimmen, welche einem 
,, gegebenen Dreieck umschrieben sind, und einen gegebenen 
„Punkt zum Brennpunkt haben." 

Möge zum Schluss eine Aufgabe hier Platz finden, welche 



zwar nicht vom zweiten Grade, 
nahe verwandt ist, nämlich: 

In einer Ebene seien ein Drei- 
eck ABC und eine involutori- 
scbe Punktreihe I. Ordnung u 
gegeben, so jedoch, dass kein 
Doppelpunkt vou m auf einer 
Seite des Dreiecks liegt, und u 
durch keinen Eckpunkt des Drei- 
ecks geht. Ea soll dem Drei- 
eck eine Curve II. Ordnung um- 
sehrieben werden, so dass je 
zwei einander zugeordnete Punk- 
te von u hinsichtlich der Curve 
conjugirt sind. 



: doch den zuletzt erörterten 

In einer Ebene seien ein Drei- 
eck und ein involutorischer 
Strahleubüschel I. Ordnung S 
gegeben, so jedoch, dass kein 
Doppelstrahl von S durch einen 
Eckpunkt des Dreiecks geht, 
und der Mittelpunkt von S auf 
keiner Seite des Dreiecks liegt. 
Es soll dem Dreieck eine Curve 
II. Ordnung so eingeseh rieben 
werden, dass je zwei einander 
zugeordnete Strahlen von S hin- 
sichtlich der Curve conjugirt sind. 




Seie n den Punkten KmhA M (Fig. 82), in denen m von resp. 

AB und BC geschnitten wird, die resp. Punkte Ä, und M^ der 
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iiiTolutorisehen Punktreilie m zngeordnet; sei ferner K^ derjenige 
Punkt von AB, welcher durch die Curvenpunkte Ä \ind B har- 
monisch getrennt ist vou iC, und M^ derjenige Punkt von BC, 
■welcher durch B und C harmonisch getrennt ist von M. Bezüg- 
lich der gesuchten Curve ist dann K^K^^ die Polare des Punktes K, 
weil sowohl K^ als auch K^ dexa Punkte K conjugirt ist; und 
ebenso ist M^M^ die Polare von M. Ist also C der Pujikt, 
welcher durch K und K^K^ harmonisch gestreunt ist von (7, und 
ebenso Ä der Punkt, welcher durch M und M-^M^ hannouißch 
getrennt ist Yon A, so geht die gesuchte Curve durch die fünf 
Punkte A, B, C, A\ C. Wirklich sind, wie verlangt vrutde, die 
Punkte K und K-^ (und ebenso M und M^) hinsichtlich dieser 
Curve conjugirt, weil K von der Geraden KyK^ sowohl durch die 
Curvenpunkte A und Ü, als auch durch C und C' harmonisch ge- 
trennt und folglich der Pol von K^K^ ist. 

Wir können die soeben gelösten Aufgaben auch wie folgt 
aussprechen (vergl. Seite 170): 



Durch fünf Punkte der Ebene, 
von welchen drei reell und die 
übrigen beiden entweder reell 
oder conjugirt imaginär sind, 
und von denen keine drei in 
einer Geraden liegen, eine Curve 
IL Ordnung zu legen. 

Jede dieser beiden Aufgaben hat eine reelle Lösung. 



Einem ebenen Fünfeck, von 
dessen Seiten drei reell und die 
übrigen beiden entweder reell 
oder conjugirt imaginär sind, 
eine Curve IL Ordnung einzu- 



Fünfzehnter Vortrag. 

Hauptaxen und Symmetrie-Ebenen, Focalaxen und 
cyclische Ebenen eines Kegels zweiter Ordnung. 



Die Polarentheorie des Kegels II. Ordnung folgt ohne Wei- 
teres, wie schon früher (Seite 104) hervorgehoben wurde, aus der- 
jenigen der Curve II. Ordnung. Anders verhält es sieb aber mit den 
Sätzen der Geometrie des Masses, welche aus der Polarentheorie 
ahgeleitet werden können; dieselben lassen sich keinesweges von 

12* 
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den Curven IT. Ordnong durch die Methoden des Projieicens und 
Schneidens auf die Kegel II. Ordnung übertragen, sind auch zum 
Theil für diese von anderer Art als für jene, und müssen für die 
Kegel besonders entwickelt werden. Doch werden uns hierbei die 
früheren Unters uehungen häufig als Vorbild dienen. 

Wird im Strahlenbündel ein Kegel II. Ordnung angenommen, 
80 sind in Bezug auf denselben einer beliebigen Ebene s des 
Bündels alle Ebenen conjugirt, welche durch den Polstrahl e 
Ton e gehen. Verbinden wir e mit dem zu e normalen Strahle 
des Bundeis, so erhalten wir eine Ebene s', welche zu e conjugirt 
und zugleich normal ist. Im Allgemeinen giebt es zu einer be- 
liebigen Ebene s des Bündels nur eine solche „conjugirte Normal- 
ebene" e'; nur wenn eine Ebene a zu ihrem Polstrable a recht- 
winklig ist, sind alle ihr conjugirten Ebenen a' zu ihr normal. 
In diesem Falle halbiren a und a die Winkel, welche von irgend 
zwei mit a in einer Ebene liegenden Strahlen des Kegels ge- 
bildet werden; denn a und a sind zu einander normal und trennen 
die beiden Strahlen harmonisch (Seite 104 und 46). Die Strahlen 
des Kegels II. Ordnung liegen also paarweise symmetrisch zu der 
Ebene a, und wir können a eine „Symmetrie-Ebene des Kegels" 
nennen; ihr Polstrahl a wird gewöhnUch eine „Hauptaxe" des 
Kegels genannt. Eine Symmetrie-Ebene des Kegels steht also 
auf der ihr zugeordneten Hauptaxe, d. h, auf ihrem Polstrahle 
senkrecht. 

Wenn eine Ebene s sich um einen Strahl s des Bündels dreht, 
so beschreibt ihr Polstrahl e in der Polarebene von s, und der zu 
ihr normale Strahl in der zu s normalen Ebene des Bündels einen 
Strahlenbüschel. Die beiden so beschriebenen Strahlenbüsche! 
sind aber zu dem Ebenenbüschel s und folglich auch zu einander 
projectiv und erzeugen im Allgemeinen einen Ebenenbüsehel 
II. Ordnung, Also: 

,,Wenn von zwei conjugirten Normalebenen des Bündels die 

,,eine e sich um eine Axe s dreht, so beschreibt die andere s' 

,,im Allgemeinen einen Ebenenbüschel 11, Ordnung, welcher die 

„Polarebene von s bezüglich des gegebenen Kegels und die zu 

,,s normale Ebene des Bündels enthalt," 

Nur dann dreht auch s' sich um eine Axe s', wenn die beiden 

projectiven Strahlenbüschel perspective Lage, also einen Strahl « 

entsprechend gemein haben. In diesem Falle hegt s in einer 

Symmetrie-Ebene a, von welcher « der Polstrahl (die zugeordnete 
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Hauptaxe) ist; und weil a die conjugirte Normalebene von der 
Ebene sa ist, so muss auch «' in a liegen. Also: 

„In einer Sjmmetrie-Ebene a, des Kegels II. Ordnung ist jedem 
„Strable s des Bändels ein Strabl s' zugeordnet, so dass je zwei 
„za einander normale Ebenen der Büschel s und s' bezüglict 
„des Kegels conjugirt sind." 

Dieser Satz ist demjenigen analog, mit dessen Hülfe wir 
früher (Seite 156) zu den Brennpunkten einer Curve II. Ordnung 
gelangt sind. Er wird ans zu den sogenannten Focalaxen des Kegels 
II. Ordnung führen; doch müssen wir vorher die Frage erledigen, 
ob und wie viele Symmetrie- Ebenen bei einem Kegel II. Ordnung 
esistireu. Wir wollen zunächst beweisen, dass der Kegel min- 
destens eine Symmetrie-Ebene besitzt. 

Sei S der Ebenenbüschel, welchen die conjngirten Normal- 
ebenen aller durch einen Strahl s des Bündels gehenden Ebenen 
bilden. Ist derselbe von der I. Ordnung, so ist das Vorhanden- 
sein einer Symmetrie-Ebene schon bewiesen (s. o.); wir nehmen 
deshalb an, S sei von der II. Ordnung. Zu diesem Ebenenbüschel 
gehört jede Symmetrie-Ebene des gegebenen Kegels als conjugirte 
Normalebene der durch s und die zugeordnete Hauptaxe gehenden 
Ebene. Alle Ebenen ■>] nun, welche den von 2 eingehüllten 
Kegel in zwei Strahlen schneiden, sind von den übrigen Ebenen 9 
des Bündels getrennt durch die Berührungsebenen dieses Kegels 
(vergl. Seite 95). Ist also ( die Gerade, in welcher die conjn- 
girten Normalehenen einer Ebene v| und einer Ebene 9 sich 
schneiden, so bilden die coujugirten Normalebenen aller durch t 
gehenden Ebenen einen Ebenenbüschel T I. oder II. Ordnung, 
welcher mit 2 mindestens zwei und höchstens vier reelle Ebenen 
gemein hat. Eine dieser gemeinschaftlichen Ebenen ist die con- 
jugirte Normalebene von s(; jede andere aber ist zu zwei ver- 
schiedenen ihr eonjugirten Ebenen, nämlich zu je einer der 
Büschel s und t, normal und folglich auch zu ihrem Polstrahle, 
in welchem diese beiden Ebenen sich schneiden. Und da jede zu 
ihrem Polstrahle normale Ebene eine Symmetrie-Ebene des ge- 
gebenen Kegels II. Ordnung ist, so giebt es mindestens eine und 
im Allgemeinen höchstens drei Symmetrie-Ebenen. 

Jeder Kegel II. Ordnung besitzt also mindestens eine Sym- 
metrie-Ebene a. und eine ihr zugeordnete Hauptaxe a; wir können 
aber leicht zeigen, dass sich in der Hauptaxe a allemal noch zwei 
Symmetrie-Ebenen rechtwinklig schneiden. Wenn man nämlich 
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in der Symmetrie-Ebene a je zwei Strahlen des Bündels einander 
zuordnet, welche bezüglicli des Kegek II. Ordnung conjugirt sind, 
80 erhält man eine Strahleninvolution, deren Axen h und c zwei 
Hanptaxen des Kegels sind ; denn z. B. der Strahl h ist conjugirt 
und zugleich normal zu c und zu a, seine Polarebene ca ist folg- 
hch zu 6 normal, und somit eine Symmetrie- Ebene des Kegels. 
Ist insbesondere die Strahl eninyolution a rechtwinklig, so ist dem- 
nach jeder Strahl derselben eine Hauptaxe und jede durch a 
gehende Ebene eine Symmetrie-Ebene des Kegels. Man überzeugt 
sich leicht, dass in diesem besonderen Falle der Kegel II. Ordnung 
ein Rotationskegel, also ein gerader Kreiskege! ist, welcher a zur 
Rotationsase hat. Wir haben so bewiesen: 

„Ein Kegel II. Ordnung hat im Ä.llgemeinen drei Sjmmetrie- 
„Ebenen, welche sich in den drei Hauptasen «, &, c recht- 
„ winklig schneiden, also eiu rechtwinkliges Poldreikant des 
„Kegels bilden. Nur der Rotations-Kegel hat nicht drei, son- 
„dern unendlich viele Syrametrie-Ebenen, welche bis 'auf eine 
„einzige durch die Rotationsase gehen," 

Wir wollen nun zu dem Satze zurückkehren, welcher uns 
vorhin an die Lehre von den Brennpunkten der Curven II. Ord- 
nung erinnerte. Zunächst setzen wir fest: 

„Die Axe f jedes Ebenenbüschels I. Ordnung, von welchem 
„je zwei zu einander normale Ebenen hinsichthch eines Kegels 
„II. Ordnung conjugirt sind, soll eine Pocalaxe des Kegels 



Wenn also eine Ebene sich um eine Focalaxe f dreht, so besehreibt 
ihre conjngirte Normalebene gleichfalls den Büschel f, und die 
Axe f muss folglich (Seite 180) in einer Symmetrie-Ebene des 
.Kegels liegen. Eine Hauptaxe ist, wie leicht einzusehen, nur 
dann zugleich Focalaxe des Kegels, wenn dieser ein Rotations- 
kegel und die Hauptaxe seine Rotatiousaxe ist. Die Rotations- 
Kegel, welche wir fortan ausschliessen, haben übrigens nur je eine 
Focalaxe, nämlich eben die Rotatiousaxe. — Die Verbindungsebene 
von zwei reellen Focalaxen f und f ist eine Symmetrie-Ebene des 
Kegels; weil sie den beiden durch f und f gehenden und zu ihr 
normalen Ebenen conjugirt ist. Durch keine Focalaxe kann an 
den Kegel eine reelle Berührungsebene gelegt werden (vei^l. 
Seite 155). 

Eine Symmetrie-Ebene a des Kegels II. Ordnung wird nun 
von zwei beliebigen conjugirten Normalebenen in zwei solchen 
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Strahlen s und s' gesclmitten , dass jede durcli s gehende Ebene 
zu einer durch s gehenden conjugirt und normal ist (Seite 181). 
Die beiden Büschel s und s' eonjugirter Normalebenen sind aber 
projectiT, und werden von einer zweiten Symmetrie-Ebene ß in 
zwei projectiven Strahleubüscheln geschnitten. Letztere baben 
involutorische Lage, weil je zwei homologe Strahlen derselben in 
der nämlichen Beziehung wie s und s' zu einander stehen, und 
die Doppelstrahlen des inyolutoriachen Strahlenbüschels ß sind Focal- 
axen.des Kegels. Sind die Doppelstrahlen imaginär, so giebt es (vergl. 
Seite 154) zwei Axen, aus welchen der inTolutorische Büschel ß 
durch rechtwinklige Ebeneubüschel projicirt wird und welche 
zwei reelle Focalaxen des Kegels sind. Mehr als zwei reelle 
Focalaxen kann der Kegel nicht haben, weil die Verbiudungsebene 
von zwei reellen Focalaxen allemal eine Symmetrie-Ebene ist, and 
diese nicht mehr als zwei Focalaxen enthalten kann, und weil 
nur bei dem Rotationskegel eine Focalase zugleich Hauptaxe ist. 

Durch die beiden reellen Focalaxen f und f des Kegels 
II. Ordnung sind je zwei coujugirte Normalebenen harmonisch ge- 
trennt; denn diese schneiden die Symmetrie -Ebene ff in zwei 
zugeordneten Strahlen der luTolution, von welcher f und f die 
Doppelstrahlen sind. Insbesondere sind durch f und f auch die 
übrigen beiden Symmetrie-Ebenen harmonisch getrennt; die von 
f und f gebildeten Winkel werden folglich von zwei Hauptaxen 
halbirt. Wir können hiernach die drei Hauptaxen des Kegels 
wie folgt unterscheiden: die erste steht auf der Ebene ff senk- 
recht und liegt ausserhalb des Kegels, die zweite Hegt innerhalb 
und die dritte ausserhalb des Kegels in der Ebene ff. Von den 
drei Symmetrie-Ebenen enthält die erste die beiden reellen Focal- 
axen f und f, die zweite liegt ganz ausserhalb des Kegels und 
die dritte schneidet ebenso wie die erste den Kegel in zwei reellen 
„Scheitel-Strahlen"; die zweite nnd dritte Symmetrie-Ebene ent- 
halten je zwei conjugirtr-imaginare Focalaxen des Kegels. 

Die Halbimngsebenen der Fl ach en winket , welche von zwei 
Berührungsebenen des Kegels gebildet werden, sind conjugirte 
Normalebenen und somit harmonisch getrennt durch die beiden 
Focalaxen f und f ; sie balbiren also auch die Winkel der beiden 
Ebenen, welche die Schnittlinie t der beiden Berührungsebenen 
mit f und f verbinden. Ebenso beweist man den Satz (vergl. 
Seite 158): 
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„Jede Berühruugsebene eines Kegels II. Ordnung bildet gleiche 
„Winkel mit den beiden Ebenen, welche ihren Berührungs- 
„ strahl mit den Foealäxen des Kegels verbinden. Zwei con- 
„focale Kegel II. Ordnung schneiden sich in ihren gemeinschaft- 
„liehen Strahlen rechtwinklig." 

Ist g der Gegenstrahl von f bezüglich der einen von zwei 
Berührnngsebenen , die sich in einem Strahle t schneiden, und g' 
derjenige von f bezüglich der anderen, so bilden die Ebenen tg 
und tf dieselben Winkel mit einander wie tf und tg'; und weil 
ausserdem <C.tg ^^ <Ctf und <itf' = <C tg' ist, so sind die bei- 
den Dreikante gtf und ftg' congrneut und können durch Drehung 
um ihre gemeinschaftliche Kante t zur Deckung gebracht werden. 
Die Kantenwinkel gf und fg' sind daher gleich; aber nur der 
eine derselben ändert seine Lage, nicht jedoch seine Grösse, wenn 
die eine der beiden Berührnngsebenen an dem Kegel fortrollt. 
Daraus folgt: 

,,Die Gegenstrahlen einer Focalaxe f bezüglich aller Berührungs- 
„ebenen des Kegels II. Ordnung liegen auf einem Botations- 
„Kegel, welcher die zweite Focalaxe f zur Eotationsaxe hat." 
Nach dem vorletzten Satze muss jeder dieser Gegenstrahlen 
mit der anderen Focalaxe und dem Berührungsstrahle der zuge- 
hörigen Berührungsebene in einer Ebene liegen; und da der Be- 
rührungsstrahl mit der ersten Focalaxe dieselben Winkel bildet, 
wie mit ihrem Gegenstrahle, so ergiebt sich noch: 

„Die Summe resp. Differenz der beiden Winkel, welche ein be- 
„liebiger Strahl de^ Kegels mit den beiden Focalaxeu f und f 
„bildet, ist constant" 
Jenachdem Sie den einen oder den anderen der beiden Neben- 
winkel benutzen, welche der Strahl mit der einen Focalaxe bildet, 
erhalten Sie eine constante Summe oder eine constante Differenz. 
Aus dem &atze folgt, dass der Kegel von seiner ersten Symmetrie- 
Ebenp //' einen grosseren Winkel einschliesst ajs von der dritten. 
Von einer zu der Focalaxe f normalen Ebene wird der Kegel 
in einer Curve II. Ordnung geschnitten, von welcher ein Brenn- 
punkt auf f liegt ; denn je zwei bezüglich der Curve eonjugirte 
Strahlen dieses Punktes schneiden sich rechtwinklig, weil sie in 
zwei conjugirten Normalebenen von f liegen. Wir können deshalb 
zwei früher bewiesene Sätze (Seite 160 und 164) ohne Weiteres 
in folgender Form auf den Kegel übertragen: 
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„Wird eine Focalase f eines Kegels II. Ordnung verbunden 
„mit den Berührungsstrahlen und mit der Schnittlinie yod zwei 
„Berührungsebeneo, so bildet die letztere Verbindungsebene 
„gleiche Winkel mit den beiden erateren." 

„Die projectiven Strahlenbüsehel , in welchen zwei Berüh- 
„mngsebenen eines Kegels II. Ordnung die übrigen schneiden, 
„werden aus jeder Pocalaxe f der Fläche durch zwei gleiche 
„und gleichlaufend projective Ebenenbüschel projicirt." 

Sei h die Carve II. Ordnung, in welcher der Kegel von einer 
zu f normalen Ebene geschnitten wird, t eine Tangeute derselben 
und F ihr auf f liegender Brennpunkt. Eine durch f senkrecht 
zu t gelegt« Ebeue schneidet dann ( in einem Punkte des Kreises, 
welcher h in den Scheitelpunkten ihrer Hauptaxe berührt (S. 162); 
sie schneidet zugleich die durch t gehende Berührungsebene des 
Kegels in der rechtwinkligen Projection von f. Daraus folgt: 
„Projicirt man die Focalaxen f, f eines Kegels K'^ II. Ordnung 
„rechtwinklig auf die Berührunga ebenen desselben, so liegen 
„ihre Projectionen auf einem Kegel II. Ordnung, welcher K^ in 
„den zwei Scheitelstrahlen der Ebene ff berührt und von den 
,,zu f oder f normalen Ebenen in Kreisen geschnitten wird." 
Wir wenden uns nunmehr zu den „cjclischen Ebenen" 
der Kege! II. Ordnung, welche in gewisser Hinsicht den Focal- 
axen reeiprok sind und folgend er massen defiuirt werden können; 
,,Die Ebene jedes Strahlenbüaehels I, Ordnung, von welchem 
,,je zwei zu einander normale Strahlen hinsichtlich eines Kegels 
„II. Ordnung conjugirt sind, ist eine cyclische Ebene des Kegels," 
Man nennt diese Ebeue deshalb eine „cyclische", weil jede zu 
ihr parallele Schnittcurve des Kegels ein Kreis ist; nämlich der 
Mittelpunkt einer aolchen Curve II. Ordnung liegt auf dem Pol- 
strahle der Ebene, und je zwei conjugirte Durehmesser der Curve 
sind zu einander normal, weil sie zu zwei conjugirten Strahlen 
jenes Strahlenbüsehels parallel laufen. Eine Symmetrie-Ebene ist 
demnach nur dann " zugleich cyclische Ebene des Kegels, wenn 
dieser ein Rotationskegel, und wenn seine Rotationsaxe die zu 
der Symmetrie-Ebene normale Hauptaxe ist. Der Kotationskegel, 
welchen wir wiederum ausschliessen wollen, hat übrigens nur diese 
eine cyclische Ebene. 

Eine cyclische Ebene kann mit dem Kegel keinen reellen 
Strahl gemein haben, weil kein reeller Strahl der Ebene sich 
selbst conjugirt ist. Zwei cyclische Ebenen schneiden sich in einer 
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Hauptaxe, nämlich iii einer Geraden, zu welcher in jeder der Ebenen 
ein Strahl eonjugirt und normal ist. Bezeichnen wir überhaupt 
zwei Strahlen des Bündels, welchem der Kegel angehört, als „con- 
jugirte Norm al strahl en ", wenn sie zn einander normal und hin- 
sichtlich des Kegels conjügirt sind, so ist leicht einzusehen, dass 
zu jedem Strahle l des Bündels|;'(die drei Hauptaxen ausgenommen) 
nur ein conjugirter Normalstrahl l' existirt; in l' nämlich sehnei- 
den sieh die Polarebene und die Normalebene des Strahles l. 

Wenn nun der Strahl l im Bündel einen beliebigen Strahlen- 
büschel 6 beschreibt, so beschreiben seine Polar- und seine Normal- 
ebene zwei zu £ projective Ebene ubüschel, und es ergiebt sich: 
,,Wenn ein Strahl ( im Bündel sieh in einer Ebene s bewegt, 
„so besehreibt sein conjugirter Normalstrahl l' im Allgemeinen 
,, einen Kegel II, Ordnung, welcher durch den Polstrahl und die 
,,No]:male der Ebene s, ausserdem aber durch die drei Haupt- 
,,axen des gegebenen Kegels geht. Nur dann beschreibt auch /' 
„einen Büschel I. Ordnung s', wenn s durch eine der drei 
„Hauptaxen geht, nnd in diesem Falle enthält auch s' diese 
„Hauptaxe." 
Nämlich in diesem Specialfalle liegen die beiden zu s projectiven 
Ebenenbüschel perspectiv. Die Beziehung zwischen den conjugirten 
Normalstrahlen des Bündels ist eine involutorische zweiten Grades, 
welche ebenso wie diejenige zwischen den conjugirten Normal- 
ebenen zur Bestimmung der Hauptaxen des Kegels IL Ordnung 
benutzt werden kann. Sie führt zu allen cyclischen Ebenen des 
Kegels, d. h. zn allen denjenigen Ebenen s, welche mit den zu- 
gehörigen Ebenen s' zusammenfallen. 

Die Ebenen einer Hauptaxe a sind paarweise einander an- 
geordnet, so dass je zwei conjugirte Normalstrahlen / und V alle- 
mal in zwei zugeordneten Ebenen e und s' von a liegen; nnd zwar 
sind die beiden Büschel e und e' conjugirter Normalstrahlen, wie aus 
dem Vorhergehenden sich ei^ebt, zu einander projectiv. Aus 
einer zweiten Hauptaxe b werden diese Büschel durch zwei pro- 
jective Ebenenbüschel projicirt, welche involutorische Lage haben; 
denn je zwei homologe Ebenen derselben st«hen in dereelben 
Wechselbeziehung zu einander, wie die Ebenen e und s'. Die 
beiden Doppelebenen dieser Involution b aber sind cjclische Ebenen 
des gegebenen Kegels II. Ordnung, wie ohne Weiteres einleuchtet. 
Durch jede der drei Hauptaxen gehen also zwei cyclische Ebenen 
des Kegels; dieselben sind jedoch conjugirt-imaginär für zwei der 
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Hauptaxen, und nur in der dritten Hanptaxe schneiden siet zwei 
reelle cyclisclie Ebenen x und x' (vgl. S. 183). Denn gäbe es mehr 
als zwei, etwa drei reelle cyclisehe Ebenen, so müssten sich die- 
selben in den drei Hauptaxen schneiden, also mit den Symmetrie- 
Ebenen zusammeaf allen, was nach früheren Bemerkungen uarai3g- 
lieh ist. Also; 

„Es giebt zwei Büschel paralleler Ebenen, welche einen belie- 
,,bigen Kegel II. Ordnung in Kreisen schneiden; diese Büschel 
,, enthalten je eine der beiden reellen cyelischen Ebenen k und x' 
„des Kegels." 

Durch X und x' sind zwei Hauptaxeu und überhaupt je zwei 
conjugirte Normalstrahlen harmonisch getrennt; denn dieselben 
liegen in zwei conjugirten Ebenen des involutorischen Büschels, 
von welchem x und x' die Doppelelemente sind. Von den drei 
Symmetrie-Ebenen des Kegels halbiren folglich zwei die von den 
cyelischen Ebenen x uud x' gebildeten Flächen winkel , die dritte 
steht auf x und x' normal. — Da die Halbirungslinien der 
Winkel, welche von irgend 7,wei Strahlen des Kegels gebildet 
werden, zwei conjugirte Normalstrahlen, also dnreh x und x' har- 
monisch getrennt sind, so ergiebt sieh der Satz: 

„Bringt man die Verbindungsebene von zwei beliebigen Stralileu 
,,des Kegels mit den cyelischen Ebenen zum Durchschnitt, so 
,, bildet die eine Schnittlinie mit dem einen Strahle denselben 
,, Winkel, wie der andere Strahl mit der anderen Schuittlinie," 
Ebenso leicht beweist man: 

„Der ebene Winkel, welchen die cyelischen Ebenen auf irgend 
„einer Beruh rungsebene des Kegels begrenzen, wird von dem 
,,Beruhrungsstrahle halbirt. Zwei concyclische Kegel berüliren 
„folglich ihre gemeinschaftlichen Tangentialebenen in je zwei 
„zu einander senkrechten Strahlen." 

Zwei conjugirte Normalstrahlen sind harmonisch getrennt 
durch die Berühriingsebenen von je zwei Strahlen des Kegels, 
welche mit einem von ihnen in einer Ebene liegen; hieraus können 
Sie ohne Schwierigkeit die Folgerung ziehen: 

„Bringt man eine cyclisehe Ebene zum Durchschnitt mit zwei 
„Berühruugsebenen des Kegels und mit der Verbindungsebene 
,,der beiden Berührungsstrahlen, ao bildet die letztere Schnitt- 
„linie gleiche Winkel mit den beiden ersteren." 
Nehmen Sie noch eine dritte, bewegliehe Berührungsebene zu 
Hülfe, so können Sie (nach Analogie von Seite 164) weiter schliessen ; 
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„Die Ebenen, darch welche ein beweglicher Strahl des Kegels 
„II. Ordnung aus zwei festen Strahlen desaelbeü projicirt wird, 
„begrenzen aaf jeder der beiden reellen cyclisehen Ebenen 
„Winkel von eonstanter Grösse, Zwei projective Ebenenbüsehel, 
„welche dea Kegel erzeugen, werden folglicli von jeder cycli- 
„ sehen Ebene in zwei projectiv gleichen Strahlenbüscheln ge- 
„schnitten." 

Die meisten diesec Sätze über die cyclisehen Ebenen und 
noch manche andere lassen sieh auch aus analogen Sätzen über 
die Focalaxen der Kegel II. Ordnung ableiten, wenn man recht- 
winklig auf einander bezogene Strahlenbündel zn Hülfe nimmt. 
Wir nennen zwei Bündel S und S^ rechtwinklig auf einander be- 
zogen, wenn jeder Ebene des einen der zu ihr normale Strahl des 
anderen zugewiesen ist, also auch jedem Ebenenbüsehel des einen 
ein zu ihm projecfciver Strahlenbüschel des anderen, dessen Ebene 
auf der Axe des Ehenenbüschels normal ist. Vier harmonischen 
Ebenen des einen Bündels entsprechen demnach allemal vier har- 
monische Strahlen des anderen, welche beziehlich zu jenen Ebenen 
normal sind. Zwei Elemente des Bündels S bilden dieselben 
Winkel mit einander, wie die. ihnen entsprechenden Elemente des 
Bündels S^. 

Den Strahlen eines Kegels II. Ordnung im Bündel S ent- 
sprechen dann aber die Berührangsebenen eines Kegels II. Ord- 
nung in S^; denken wir uns jenen Kegel durch zwei projective 
Ebenenbüsehel erzeugt, so erscheint dieser als Erzeugniss der ent- 
sprechenden beiden projectiven Strahl enbüscbel. Zwei Strahlen, 
welche durch den eiuen Kegel harmonisch getrennt sind, ent- 
sprechen femer zwei Ebenen, welche durch zwei Berührungsebenen 
des anderen Kegels harmonisch getrennt sind; woraus folgt, dass 
überhaupt conjugirten Elementen allemal conjugirte Elemente ent- 
sprechen. Zwei zu einander normalen Strahlen oder Ebenen, 
welche bezüglich des einen Kegels coujugirt sind, entsprechen dem- 
nach zwei zu einander normale Ebenen resp. Strahlen, welche con- 
jugirt sind bezüglich des anderen Kegels. Und jeder cyclisehen 
Ebene des einen Kegels entspricht folglich eine Foealaxe des an- 
deren, desgleichen jeder Symmetrie -Ebene eine Hauptase. Wir 
können deshalb die Eigenschaften der Focalaxen ohne Weiteres 
in solche der cyclisehen Ebenen eines Kegels H. Ordnung über- 
setzen, und erhalten so beispielsweise den Satz (vergl, Seite 184): 
„Die Summe resp, Differenz der beiden Winkel, welche eine 
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„beliebige Berührungsebene des Kegels mit den beiden cyelischeu 
„Ebenen bildet, ist constant." 

Sind zwei rechtwinklig auf einander bezogene Kegel IL Ord- 
nung gegeben, so entspricht jeder von dem einen Kegel ausge- 
schlossenen Ebene ein zu ihr normaler, von dem anderen Kegel 
eingeschlossener Strahl. Und wenn von allen ebenen Winkeln, 
welche der zweite Kegel einsehliesst, derjenige der grösste ist, in 
welchem die reellen Focalaxen f, f liegen, so musa folglich von 
allen Flächen winke In, welche den ersteren Kegel ausschliessen, 
der seine cyclischen Ebenen enthaltende der grösste sein. Da nun 
in der That ein Kegel ü. Ordnung von seiner ersten Symmetrie- 
Ebene ff einen grösseren Winkel einsehliesst als von der dritten 
(Seite 184), so finden wir: 

„Die cyclischen Ebenen x und x' eines Kegels II. Ordnung 

,, schneiden sich in der dritten Hauptaxe, welche mit der zweiten 

,,Haaptase und den beiden reellen Focalaxen in einer Ebene, 

„aber ausserhalb des Kegels liegt." 

Die beiden ersten Symmetrie-Ebenen des Kegels halbiren demnach 

die von x und v.' gebildeten Fläehenwinkel, dagegen ist die dritte 

Symmetrie -Ebene zu y. und x' normal. 

Ein Kegel II. Ordnung und eine mit ihm coneentrische Kngel 
haben mit einander einen ,,sphaerischen Kegelschnitt" gemein. 
Die Kugel sehneidet jede Symmetrie- Ebene des Kegels in einer 
„Ase" des sphaerischen Kegelschnittes, jede cyclische Ebene in 
einer ,, cyclischen Linie", jede Berühmngsebene in einer ,, Tangente", 
jede Hauptaxe in zwei „Mittelpunkten" und jede Foealaxe des 
Kegels in zwei „Brennpunkten" des sphaerischen Kegelschnittes. 
Der sphaerische Kegelschnitt ist eine Zwillingseurve, d. h. er 
besteht aus zwei getrennten, gleichen Linien, deren Punkte ein- 
ander paarweise diametral auf der Kugel gegenüberliegen. Im 
Allgemeinen bat er drei paar Mittelpunkte, in denen seine drei 
Äsen sich rechtwinklig schneiden, ferner zwei reelle cyclische 
Linien und zwei paar reelle Brennpunkte. Durch die vier Brenn- 
punkte und die beiden Mittelpunkte, in denen die cyclischen 
Linien sich schneiden, geht die erste Axe; die zweite Axe liegt 
ganz ausserhalb des Kegelschnittes und hat mit der ersten jene 
beiden Mittelpunkte gemein; die dritte Axe schneidet die beiden 
cyclischen Linien rechtwinklig und enthält ebenso wie die erste 
zwei paar reelle Scheitelpunkte des Kegelschnittes. In einem be- 
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sonderen Falle besteht der sphaeriaclie Kegelsclmitt aus zwei glei- 
chen Kugelkreisen. 

Alle Eigenschaften des Kegels II. Ordnung, welche sich auf 
seine Symmetrie -Ebenen , Hauptaxen, Focalaxen und cyclischen 
Ebenen beziehen, können auf den sphaerischea Kegelschnitt über- 
tragen werden. So ergiebt sieh u. Ä.: 

„Bewegt sich ein Eckpunkt eines sphaerischen - Dreiecks 
„so auf der Kugel, dass der umfang des Dreiecks constaut 
„bleibt, so beschreibt er einen sphaerischen Kegelschnitt, wel- 
„cher die anderen beiden Eckpunkte zn Breanpunkten hat" 
(S. 184). 

„Bewegt sich eine Seite eines sphaerischen Dreiecks so, 
„dass die Fläche desselben constaut bleibt, so umhüllt sie einen 
„sphaerischen Kegelschnitt, von welchem die anderen beiden 
„Dreiecksseiten die cyclischen Linien sind." 
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Constructions- Aufgaben und Lehrsätze. 



Harmonische Gebilde. 

1. Zu drei Elementen eines einförmigen Grundgebildes das 
vierte harmonische zu construiren (Seite 40 und 46), 

2. Nach dem (unzugänglichen) Schnittpunkte von zwei Ge- 
raden aus einem gegebenen Punkte eine dritte Gerade zu ziehen 
(Seite 3 und 42). 

3. Ohne Benutzung des Cirkels eine Strecke AC zn halbiren, 
wenn eine Parallele der Geraden AC gegeben ist (Seite 47). 

4. In der Ebene sind gegeben ein Parallelogramm und eine 
beliebige Strecke AC; ohne Hülfe des Cirkels soll AC halbirt 
und zu AC eine Parallele construirt, sodann AC ver-M-facht oder 
in n gleiche Theile zerlegt werden (Seite 45). 

5. Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte und beschreibt 
man über dem Durchmesser A C einen Kreis, von welchem S ein 
beliebiger Punkt ist, so wird derjenige Kreisbogen, welcher inner- 
halb des Winkels BSD liegt, entweder von A oder von C hal- 
birt (Seite 46). 

6. Zwischen den Schenkeln a, b eines Winkels ist eine Ge- 
rade AB so zu ziehen, dass sie in einem gegebenen Punkte P 
halbirt wird, oder auch so, dass der Punkt A die Strecke PB 
halbirt (Seite 46). 

7. Wenn zwei Punkte von einem dritten durch je zwei 
Gegenkanten eines Tetraeders harmonisch getrennt sind, so sind 
sie von einander durch das dritte paar Gegenkanten harmonisch 
getrennt. Denn die Ebene der drei Punkte schneidet das Tetraeder 
in einem vollständigen Vierseit, dessen Diagonalen in den drei 
Punkten sich schneiden. 
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Projective Verwandtschaft einförmiger Grnndgebilde. 

8. Zwei Piinktreihen m, Mj werden perspectiv auf einander 
bezogen und sodann in scliiefe Lage gebracht, also beliebig gegen 
einander verschoben. Es sind die Verbindungslinien ihrer homo- 
logen Punkte zu zeichnen, und damit der von u und w^ erzeugte 
Strahlenbüschel II. Ordnung. 

9. Zwei Strahl enbiisehel werden perspectiv auf einander be- 
zogen und sodann in schiefe Lage gebracht, z. B. gegen einander 
verdreht; die von ihnen erzeugte Curve 11. Ordnung, auf welcher 
die Schnittpunkte ihrer homologen Strahlen liegen, ist zu zeichnen. 

10. Zwei Punktreihen u und u, liegen perspectiv zu einer 
dritten Mg ; der von u und Mj erzeugte Büschel II. Ordnung ist 
zu zeichnen. 

11. Zwei Strahlenbüschel S und S^ liegen perspectiv zu einem 
dritten S^; die von ihnen erzeugte Curve IL Ordnung ist zu 
zeichnen. 

12. Von zwei projeetiven Punktreiheu u und u^ sind drei 
paar homologe Punkte AAj, BBj und CC^ gegeben; zu einem 
beliebigen Punkte D von u ist der entsprechende Punkt .D, von 
Ui zu construiren (Seite 60 und 71), überhaupt ist der von u 
und «1 erzeugte Strahlenbüschel I. oder II. Ordnung zu zeichnen. 
Der erste Theil der Aufgabe ist auch für den Fall auszuführen, 
wenn w und Mj in derselben Geraden liegen. 

13. Zu der vorhergehenden Aufgabe die reciproke aufzu- 
stellen und auszuführen . (Seite 71). 

14. Zwei projective Strahlenbüschel oder Punktreihen in per- 
spective Lage zu bringen (Seite 57). 

15. Eine Pnnktreihe und einen zu ihr projeetiven Strahlen^ 
büschel in perspective Lage zu bringen. 

IG. Liegen die Eckpunkte eines einfachen Sechsecks A C^ 
BAi CBi abwechselnd auf zwei Geraden w und m^, etwa A, B, C 
auf u und ^j, B^, C^ auf Mj, so liegen auch die Schnittpunkte 
A^, £3, Cg der drei paar Gegenseiten desselben auf einer Ge- 
raden Mg (Seite 83). Dieser Satz findet sich schon in den 
CoUectiones von Pappns, lib. VII. — Die den Satz erläuternde 
Figur ist ebenso wie die früher (Seite 5) besprochene Fig. 3 wegen 
ihrer Eegelmäsaigkeit beachtenswerth ; sie besteht nämlich aus neun 
Punkten, die zu dreien auf neun Geraden liegen, und diese neun 
Geraden geben zu dreien durch jene neun Punkte. Durch die- 
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selbe Figur wird auch der reeiproke Satz dargestellt. Wie lautet 
dieser? 

17. In dem einen yon zwei -perspectiven Strablenbüseheln 
sollen zwei zu einander normale Strahlen eonstniirt «erden, welchen 
in dem anderen Büschel zwei gleichfalls zu einander normale 
Strahlen entsprechen. Aus der Auflösung dieser Aufgabe folgt: 

18. In zwei projectiven Strablenbüseheln, deren Mittelpunkte 
nicht unendlich fem liegen, giebt es allemal zwei einander ent- 
sprechende rechte Winkel. 

19. Liegen ein Strahlenbüsebel S und ein .Ebenenbüsehel u 
perspectiv, so steht die Ase des letzteren normal auf einem der 
beiden zu einander rechtwinkligen Strahlen von S, welchen in « 
zwei zu einander rechtwinklige Ebenen entsprechen. Von dieser 
Bemerkung ausgehend, findet man, daes die folgenden beiden Auf- 
gaben je zwei Lösungen haben. 

20. Gegeben ein Strahlenbüsebel S und ein zu ihm projec- 
tiver Ebenenbüschel u; es soll: 

a. durch ii^end einen Punkt eine Ebene gelegt werden, welche 
den Büschel u in einem mit S congruenten Strahlenbüschel 
schneidet ; 

b. eine Axe construirt werden, aus welcher der Büschel 8 durch 
einen mit w congruenten Ebenenbüsehel projicirt wird. 

21. Einen Strahlen büschel S und einen Ebenenbüsehel m in 
solche gegenseitige Lage zu bringen, dass drei gegebene Ebenen 
a, ß, -^ des letzteren durch drei gegebene Strahlen a, b, c des 
ersteren gehen (Aufg. 20), 

22. Die Mantelfläche aßy eines dreiseitigen Prismas in einem 
Dreieck abc zu schneiden, welches einem gegebenen Dreieck %SjC^ 
ähnlieh ist. Diese Aufgabe kann auf die vorhergehende zurück- 
geführt werden. 



Carven, B&scliel oud Kegel zweiter Ordnnng. 

23. Von einer Curve 11. Ordnung sind gegeben fünf Punkte, 
oder vier Punkte und die Tangente von einem derselben, oder drei 
Punkte und die Tangenten von zwei derselben; die Curve zu con- 
struiren mittelst projectiver Strahlenbüschel (Seite 71 — 73). 

24. Von einem Büschel II. Ordnung sind gegeben fünf Strahlen, 
oder vier Strahlen und der Berührungspunkt von einem d 
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oder drei Strahlen und die Berührungspunkte von zwei derselben; 
den Büschel zu construiren mittelst projeetiver Punktreihen 
(Seite 71—73). 

25. Die drei Aufgaben 23 mit Hülfe des Pascal'schen Satzes 
zu lösen, und namentlich: 

a. auf beliebigen Geraden, welche durch je einen schon be- 
kannten Curvenpunkt gehen, jedesmal den zweiten Curven- 
punkt zu hestiminen; 

b. au jedem gegebenen oder construirten Punkte der Cnrve die 
Tangente zu zeichnen (Seite 79), 

26. Die drei Aufgaben 24 mit Hülfe des Lehrsatzes von 
Brianehon zu lösen, und namentlich: 

a, durch beliebige Punkte eines schon bekannten Strahles jedes- 
mal den zweiten Strahl des Büschels II, Ordnung zu ziehen; 

b. in jedem gegebenen oder construirten Strahle des Büschels 
den Berührungspunkt zu bestimmen (Seite 79). 

Anmerkung. Die Aufgaben 25 und 26 enthalten nicht nur eine groBee 
Zahl besonderer Aufgaben, sondern jede derselben lässt sich ausserdem auf 
verschiedene Arten lösen, indem man ausser den Sätzen über das Sechseck 
in der Curve oder im Büschel IL Ordnung auch diejenigen über daa Fünfeck, 
Viereck oder Dreieck benutzen kann. Als specielle lUlle der Aufgaben 25 
und 26 nennen wir die folgenden drei: 

27. Eine Hyperbel zu zeichnen, von welcher ausser den bei- 
den Asymptoten noch entweder ein Punkt oder eine Tangente ge- 
geben ist. 

28. Eine Parabel zu zeichnen, von welcher gegeben sind 
entweder vier Tangenten, oder drei Tangenten und der Berührungs- 
punkt von einer derselben, oder zwei Tangenten mit ihren Be- 
rührungspankten, 

29. Eine Hyperbel zu zeichnen, von welcher drei Punkte and 
die Riehtungen der beiden Asymptoten gegeben sind. 

Wie ordnen sich die Aufgäben 27, 28, 29 den Aufgaben 23 
und 24 unter? 

30. Zu beweisen, dass der Kreia eine Ourve II, Ordnung ist, 
und dass seine Tangenten einen Büschel 11, Ordnung bilden. 
Unter welchem Winkel wird derjenige Abschnitt einer beweglichen 
Kreis-Tangente, welcher zwischen zwei gegebenen Tangenten liegt, 
vom Mittelpunkte aus gesehen? 

31. Eine Punktreihe u und ein Büschel S I, Ordnung liegen 
in einer Ebene und sind projectiv auf einander bezogen; dann 
umhüllen die Normalen, welche ans den Punkten von u auf die 
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entsprecTi enden Strahlen von S gefällt werden können, eine Parabel, 
falls sie nicht alle durch einen Punkt gehen (vergl. Seite 90), 
Die Parabel wird auch von u berührt. 

32. Wenn ein Winfeel von gegebener Grösse sieh so in der 
Ebene bewegt, dass sein Scheitelpunkt eine Gerade ii beschreibt 
und der eine Schenkel um einen gegebenen Pnnkt S sich dreht, 
so umhüllt der andere Schenkel eine Parabel; dieselbe wird von 
M berührt. 

33. Ein veränderliches Dreieck ASA^ bewegt sich so in 
der Ebene, dass die Endpunkte A, Ä^ der Grundlinie zwei Ge- 
rade w, Wj beschreiben und der Winkel an der Spitze S ohne 
Aenderung seiner Grösse nni seinen Scheitelpunkt sich dreht. Dann 
umhiillt die Grundlinie A A^ eine Curve II. Ordnung, welche auch 
von u nnd Wj berührt wird. (Nach Seite 164 ist 8 ein Brenn- 
punkt dieser Curve.) 

34. Die Grundlinie AA, eines veränderlichen Dreiecks APA^ 
sei der Grösse nach gegeben und gleite auf einer festen Geraden 
M hin, während die anderen beiden Seiten PA und Pj4, sich um 
zwei feste Punkte S und S^ drehen. Dann beschreibt die Spitze P 
eine Hyperbel, welche durch S und S^ geht und die Gerade u 
zur Asymptote hat, 

^ 35. Drehen sieh zwei Winkel ab und Oj&j von gegebener 
Grösse in ihrer Ebene dergestalt um ihre festen Scheitel S und Sj, 
dass der Schnittpunkt aa^ von zweien ihrer Schenkel eine Gerade 
beschreibt, so bewegt sich jeder der übrigen drei Schnittpunkte 
bbi, abj-, a-yb ihrer Schenkel auf einer durch S und S, gehenden 
Curve II. Ordnung (Newton's organische Beschreibung der Kegel- 
schnitte). 

U^ 36. Fällt man auf die Ebenen eines Eben enbüscTi eis a Nor- 
malen aus einem beliebigen Punkte P, so liegen deren Pusspunkte 
auf einem Kreise; derselbe hat das von P auf die Axe a f 
Perpendikel zum Durchmesser, und seine Ebene steht auf a 
recht. — Daraus folgt: 
^S? 37. Legt man durch die Sehenkel a, a^ eines schiefen Winkels 
alle möglichen Paare nonnaler Ebenen, so schneiden sich diese 
Ebenenpaare io den Strahlen eines durch a und a^ gehenden 
Kegels II. Ordnung. Jede zu « oder a^ normale Ebene schneidet 
diesen Kegel in einem Kreise, und jede zur Ebene aa^ normale 
Ebene schneidet ihn in einer Curve II. Ordnung, von welcher in 
ottj eine Axe liegt. 
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38. Den im letzten Satze genannten Kegel II. Ordnung er- 
hält man auch mit Hülfe einer Ebene a, die im Pnnkte aa^ auf 
ßj^ senkrecht steht. Lasst man nämlieh einen rechten Winkel, 
dessen Scheitelpunkt aa ist, sich so bewegeu, dass seine Ebene 
stets durch die Gerade a geht und der eine Schenkel die Ebene a 
beschreibt, so mnss der andere Schenkel jenen Kegel IL Ordnung 
besehreiben. 

39. Wenn zwei coneeutrische StrahJenbüsche!, deren Ebenen 
sich unter schiefen Winkeln schneiden, so auf einander bezogen 
werden, dass je zwei homologe Strahlen auf einander senkrecht 
stehen, so erzengen sie einen Ebenenbüschel II. Ordnung. Oder 
mit anderen Worten: Wenn ein rechter Winkel sieh so um seinen 
Scheitel dreht, dass seine Schenke! in zwei bestimmten Ebenen 
sich bewegen, so nmhüllt seine Ebene einen Kegel II. Ordnung, 
welcher auch von jenen beiden Ebenen berührt wird. 

40. Fällt man auf die Berührungsebeoen eines Kegels II. Ord- 
nung aus einem beliebigen Punkte Normalen, so liegen diese auf 
einem zweiten Kegel II. Ordnung. Nämlich jene Berührungsebenen 
werden durch zwei projective Strahlenhüschel erzeugt, und aus 
diesen können sofort zwei projective Ebenenbüschel I. Ordnung 
abgeleitet werden, welche den zweiten Kegel erzeugen. 

41. Der geometrische Ort eines Punktes S, aus welchem ein 
ebenes Viereck KLMN durch einen harmonischen Strahlenbüschel 
S(KLMN) projicirt wird, ist eine dem Viereck umschriebene 
Curve II. Ordnung (Seite 76). Construirt man zu NK, NL und NM 
den vierten harmonischen Strahl n, so berührt derselbe im Punkte 
N die Curve, welche hiernach leicht construirt werden kann. 

42. Der geometrische Ort einer Geraden m, von welcher ein 
ebenes Vierseit i^OTW in einer harmonischeu Punktreihe uiMmn) 
geschnitten wird, ist ein Büschel 11. Ordnung, welchem die vier 
Geraden k, l, m, n angehören (Seite 76). Der Berührungspunkt 
des Strahles n ist von nl harmonisch getrennt durch nk und nm. 

43. Wir wollen mit v. Staudt eine Gruppe von vier in be- 
stimmter Reihenfolge angenommenen Elementen A, B, C, D eines 
einförmigeu Grundgebildes einen „Wurf" nennen. Auch sollen 
zwei Würfe -4ß(7i> und abcd „projectiv" genannt werden, wenn 
die beiden Grundgebilde, in welchen sie liegen, projectiv so auf 
einander bezogen werden können, dass den Elementen A, B, C, D 
des einen die Elemente a, b, c, d des anderen entsprechen. 
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Die Sätze 41 und 42 lassen sich dann folgendennassen ver- 
allgetu einem : 

44. Sei aicd ein gegebener Wurf (bestehend etwa aus vier 
Strahlen eines Büschels I. Ordnung); dann liegen alle Punkte S, 
aus welchen ein beliebiges Viereck ELMN durch einen zu abcd 
projectiven Wurf S{KLMN) projicirt wird, auf einer dem Viereck 
umschriebenen Curve II. Ordnung. Wie construirt man deren 
Tangeute im Punkte N? (Vgl. Nr. 41.) 

45. Sei ABCD ein gegebener Wurf, dann berühren alle 
Geraden u, von welchen ein ebenes Vierseit klmn in einem zu 
ABCD projectiven Wurfe u(klmn) geschnitten wird, eine dem 
Vierseit eingeschriebene Curve II. Ordnung. Wie construirt man 
den Punkt, in welchem diese Curve von n berührt wird? (Vgl. 
Nr. 42.) 

46. Wenn zwei Dreiecke ABC und D^E^F^ einer Curve 
II, Ordnung k^ eingeschrieben sind, so sind sie auch einer Curve 
II. Ordnung umschrieben; und umgekehrt. Nämlich die Würfe 
A{BCE^F^) und D^iBCE^F^) sind projectiv, weil sie in den 
projectiven die Curve k^ erzeugenden Büscheln A und D^ ein- 
ander entsprechen. Ist nun B^C^E^Fy der Schnitt des Büschels 
A{BCE^F^) mit der Geraden EJ\, _und BCEF derjenige des 
Büschels Di(BCE^Fi) mit der Geraden B6', so sind auch B^C-^E, F^ 
und BC EF proje ct ive Würfe; die sechs Sei ten der Dreiecke, 
nämlich BC, WX, CC^, E^^, EE^ und FF\, sind also wirklich 
sechs Strahlen eines Büschels II. Ordnung. — Die Umkehrung 
des Satzes wird analog bewiesen. 



Pol und Polare; DnrcbmesseT der Cnrven zweiter Ordnniig. 



47. Bezüglich einer Curve IT. Ordnung von einer j 
Figur die Polarfigur zu zeichnen, d. h. von ihren Punkten die 
Polaren und von ihren Geraden die Pole zu construiren (Seite 93). 
Beispiele: ein Polygon und eine beliebige krumme Linie. 

48. An eine gegebene Curve II, Ordnung aus einem belie- 
bigen Punkte Tangenten zu ziehen ohne Benutzung des Cirkela 
(Seite 94). 



Hosted by 



Google 



198 Aufgaben und Lehrsätze. 

49. Bewegen sich zwei veränderliche Tangenten einer Curve 
IL Ordnung so, 



dass die Verbindungslinie ihrer 
Berührungspunkte eine zweite 
Curve II, Ordnung einhüllt, so 
beschreibt ihr Schnittpunkt eine 
dritte Curve II. Ordnung. 



dass ihr Schnittpunlit eine zweite 
Curve II, Ordnung durchläuft, 
so umhüllt die Verbindungslinie 
ihrer Berührungspunlite eine 
dritte Curve II. Ordnung (1 



50. Durch lineare Constructiouen die Polare eines Punktes 
oder den Pol einer Geraden hinsichtlich einer Curve II. Ordnung 
zu bestimmen, welche durch fünf Bedingungen, z. B. durch fünf 
Punkte oder fünf Tangeuten, gegeben ist, aber nicht gezeichnet 
vorliegt. (Vgl, Nr, 23—26.) 

51. Eine Curve IL Ordnung sei gegeben durch fünf Be- 
dingungen, 2. B. durch vier Taugenten und den Berührungspunkt 
von einer derselben oder durch drei Punkte und die Tangeuten 
von zwei derselben. Es sollen beliebig viele Durchmesser und der 
Mittelpunkt der Curve construirt werden, (Nr. 50.) 

52. Von einer gegebenen Curve IL Ordnung ist eine Sehne 
so zu construiren, dass sie in einem gegebenen Punkte P halbirt wird. 

53. Alle Sehnen einer Curve II, Ordnung, welche von einer belie- 
big gegebenen Sehne halbirt werden, umhüllen eine Parabel (Seite90). 

54. Von einer Ellipse oder Hyperbel sind gegeben zwei paar 
conjugirte Durchmesser und entweder ein Punkt oder eine Tan- 
gente; beliebig viele Punkte oder Tangenten der Curve zu con- 
struiren (Seite 108), 

55. Von einer Curve II, Ordnung sind gegeben zwei Punkte 
oder zwei Tangenten und ein paar conjugirte Durchmesser, oder 
auch drei Punkte oder Tangenten und der Mittelpunkt; die Curve 
zu construiren (Seite 106 und 108), 

56. Eine Parahe! zu construiren, wenn von ihr gegeben sind 
drei Punkte oder Tangenten und die Richtung der Durchmesser 
(Seite 106), oder aber zwei Punkte oder Tangeuten und die Axe, 

57. Eine Parabel ist gegeben durch vier Tangenten; die Axe 
zu construiren. 

58. Eine Curve II. Ordnung zu construiren, wenn von ihr 
drei Punkt« oder Tangenten und eine Axe gegeben sind. 

59. Eine Hyperbel zu construiren aus den Asymptoten und 
einem Punkte oder einer Tangente (Seite 111 und 113), 

60. Von einer gegebeneu Curve IL Ordnung die Axen zu 
zeichnen (Seite 110), 
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61. Für wie "riele Pnnkte oder Tangenten zählt bei der Be- 
stimmuiig einer Curve II. Ordnung a) der Mittelpunkt, b) eine 
Axe derselben, e) ein Paar conjngirter Durchmesser, d) ein Pol- 
dreieck, f) ein Punkt und seine Polare, g) ein Paar conjngirter 
Punkte oder Strahlen, h) ein Durchmesser, 

62. Fällt man aus einem Punkte S auf alle Durchmesser 
einer Curve k^ U. Ordnung Normalen, so schneiden diese die resp, 
eonjugirten Durchmesser in den Punkten einer durch S und den 
Mittelpunkt von k^ gehenden, gleichseitigen Hyperbel, deren 
Asymptoten mit den Axen von k^ parallel laufen. Auf dieser 
Hyperbel Hegen die Fusspnnkte aller durch S gehenden Normalen 
von &* (ApoUouius). An eine Curve II. Ordnung können deshalb 
aus keinem Punkte ihrer Ebene mehr als vier Normalen gezogen 
werden. 

63. Es seien S und Sj zwei Punkte einer Curve IL Ordnung, 
die auf einem beliebigen Durchmesser liegen, und «, % zwei Ge- 
rade der Ebene, die irgend zwei eonjugirten Durchmessern der 
Curve parallel sind, Projicirt man dann die Curve aus S und S, 
auf reap. M und m^, so erhält man (Seite 108) zwei projeetiv ähn- 
liche Punktreihen m, Mj, die also proportional getheilt sind. Eine 
bekannte, sehr einfache Construction der Ellipse oder Hyperbel 
gründet sich auf diesen Satz, 

64. Projicirt man eine Parabel aus einem ihrer Punkte auf 
irgend einen Durehmesser u und zugleich aus ihrem unendlich 
fernen Punkte auf eine beliebige Gerade Mj, so erhält man in « 
und M^ zwei projeetiv ähnliehe Pnnktreihen. Hieraus folgt eine 
sehr einfache Parabel- Construction. 

65. Sind in einer Ebene zwei Curven II. Ordnung gegeben,^ 
so hat in Bezug auf dieselben jeder Punkt A der Ebene zwei 
Polaren, und wir können den Schnittpunkt A^ dieser Polaren 
dem Punkte A zuordnen. Die beiden Polaren von J., gehen dann 
durch A, und je zwei einander zugeordnete Punkte, wie A und A^, 
sind hinsichtlich beider Curven conjugirt. ' Ebenso können wir je 
zwei Strahlen der Ebenen einander zuordnen, welche in Bezug 
auf beide Curven 11, Ordnung conjugirt sind. Ich behaupte nun 
(vergh Seite 99): 

Den Punkten einer Geraden Den Strahlen eines Punktes 

sind im Allgemeinen die Punkte sind im Allgemeinen die Tan- 

eines Curve II. Ordnung zuge- genten einer Curve II. Ordnung 

ordnet. Alle Curven II. Ord- zugeordnet. Alle Curven II. Ord- 
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nung, welche auf diese Art den 
Geraden der Ebene zugeordnet 
sind, haben mindestens einen 
Punkt nnd höchstens drei Punkte 
J7, V, W mit einander gemein. 
Die beiden Polaren jedes aolchen 
gemeinschaftlichen Punktes fal- 
len zusammen , sodass dem 
Punkte alle Punkte einer Gera- 
den zugeordnet sind. 



nung, deren Tangenten den 
Strahlen je eines Punktes zu- 
geordnet sind, haben mindestens 
eine und höchstens drei Tangen- 
ten M, V, w mit einander gemein. 
Die beiden Pole von jeder sol- 
chen gemeinschaftliehen Tan- 
gente fallen zusammen, sodass 
der Tangente alle Strahlen eines 
Punktes zugeordnet s 



Sind die gegebenen beiden Curven II. Ordnung einem Viereck 
umschrieben, so sehneiden sich dessen drei paar Gegenseiten iu den 
Punkten ü, V, W. Diese drei Punkte sind die Eckpunkte und 
die Geraden m, f, w sind die Seiten eines gemeinschaftlichen Poi- 
dreieeks der beiden CurTen. 

66. In der Ebene einer Curve &* H. Ordnung können je 
zwei Strahlen einander zugeordnet werden, welche sich recht- 
winklig schneiden und zugleich hinsichtlieh der Curve h^ con- 
jugirt sind. Den Strahlen eines eigentlichen Punktes S", der auf 
keiner Axe der Curve liegt (Seite 156), sind dann die Tangenten 
einer Parabel zugeordnet (Nr. 31), welche auch von der Polare 
des Punktes S und von den Axen der Curve k^ berührt wird. 
Von jeder gemeinschaftlichen Tangente der Parabel und der Curve 
k^ wird die letztere in dem Pusspunkte einer von S an fc^ ge- 
zogenen Normale berührt. (Vergl. Nr. 62). 

67. Werden in einem Bündel ein Kegel K^ II, Ordnung 
nnd ein bestimmter Strahl u angenommen, so können je zwei 
Strahlen a, a^ desselben einander zugeordnet werden, n-elche in 
Bezug auf K^ conjugirt sind und mit u in einer Ebene liegen. Be- 
schreibt dann a eine Ebene a, so beschreibt a^ einen Kegel II, Ord- 
nung, welcher durch m und den Polstrahl der Ebene a geht und 
mit K^ jeden in a und in der Polarebene von m liegenden Strahl 
von K^ gemein hat (vergl. Seite 101). — Wie lautet der reci- 
proke Satz? 

68. Die in Nr. 65, 66 nnd 67 besprochenen geometrischen 
Beziehungen gehören zu den „Verwandtschaften zweiten Grades", 
von welchen in der zweiten Abtheilung ausführlicher die Rede 
sein wird; sie können benutzt werden zur Verwandlung einfacher 
Gebilde in complicirtere. Von diesen Verwandtschaften verdient 
die unter dem Namen „Princip der reciproken Radien" bekannte 
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hier einen besonderen Platz; denn sie ist nicht blos für die syn- 
thetische Geometrie, sondern auch für gewisse TJntersuehimgen 
der mathematischen Physik und der Punctionentheorie von grosser 
Wichtigkeit. Dieses Verwandlungs-Princip stellt sich dar als ein 
sehr specieller Fall einer früher (Seite 101) angegebenen Verwandt- 
schaft zweiten Grades, wie Sie gleich bemerken werden. 



Das Princip der reciproken Radien. 

69. In Bezug auf einen Kreis vom Radius r und dem Mittel- 
punkte M heissen zwei Punkte P, P^ „invers", wenn sie mit M 
in einer Geraden liegen und hinsichtlich des Kreises conjugirt sind. 
Diese inversen Punkte P, P-^ sind durch die Endpunkte eines Kreis- 
durchmessers harmoniseb getrennt, und es ist folglich (Seite 49): 

MP. MF. = r" oder MP=^. 

^ MP, 

Das Prodüct der ßadii veetores von zwei inversen Punkten ist 
also constant, oder der Radius veetor eines beliebigen Punktes P 
ist demjenigen seines inversen Punktes Pj umgekehrt proportional. 
Deshalb hat dieses Äbbildungsverfahren der „Inversion" von 
LiouviUe*) den Namen „Princip der reciproken Radien" er- 
halten; Jf heisst das „ Inversiooscentrum ", und r^ die ,,Potena" 
der reciproken Radien. Jedem von dem Kreise eingeschlossenen 
Punkte ist ein ausserhalb gelegener Punkt und jedem unendlich 
fernen Punkte der Ebene ist der Mittelpunkt jl/invers; die Punkte 
der Kreislinie fallen mit ihren inversen zusammen. 

70. Die Polare des Punktes P in Bezug auf den gegebenen 
Kreis steht in dem inversen Punkte P^ auf MP senkrecht. Zu 
den Punkten P, Q, B, . . . einer beliebigen Geraden g findet 
man also die inversen Punkte Pj, ft, B^, . . . , indem man aus 
dem Pole G von g auf die resp. Geraden MP, MQ, MB, . . . 
Normalen fällt. Daraus folgt: 

■ „Einer beliebigen Geraden g ist ein Kreis -y invers, dessen zu g 

,, normaler Durchmesser von M und dem Pole G der Geraden 

„begrenzt wird." 

Umgekehrt ist jedem durch '3/ gehenden Kreise y eine Gerade g 

invers; denn der Verbindungslinie von zwei Punkten A, B, deren 



*) LiouTille in aeinein „Journ. de MathämaticLiiea", I. S^rie T. XIL p.265. 
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inverse Ä-^, B, auf 7 liegen, ist ein Kreis invers, welcher durch 
^1, B^ und M geht and folglieh mit 7 identisch ist. Möbius*) 
nennt wegen dieser Eigenthümliehkeit die vorliegende Verwandt- 
schaft zweiten Grades eine „Kreisverwandtschaft". 

71. Zieht man zu der Geraden g eine Parallele durch das 
Inversionscentrum M, ao berührt dieselbe in M den to. g inversen 
Kreis y, weil sie ebenso wie g auf dem Diirchmeaser MG von y 
senkrecht steht. Wir schliessen daraus: 

„Zwei beliebige Gerade /"und g der Ebene schneiden sich unter 
„denselben Winkeln, wie die ihnen inversen Kreise <p und y." 
Zwei unendlich kleine inverse Dreiecke haben demnach gleiche 
Winke] und sind ähnlich; oder mit anderen Worten: 

„Durch Inversion wird die Ebene conform auf sich selbst ab- 

„ gebildet, sodass die kleinsten Theile von je zwei inversen Fi- 

„guren ähnlich sind." 

Nur auf den unendlich kleinen Theil der Ebene, welcher dem 

Mittelpunkte M zunächst liegt, findet dieser Satz keine Anwendung. 

72. Weil eine Gerade auch als Kreis von unendlich grossem 
Eadius aufgefasst werden kann, so dürfen wir den Satz, dass 
jedem durch M gehenden Kreise eine Gerade zugeordnet ist, und 
seine Umkehrung (Nr. 70) als Specialfälle des folgenden Satzes 



„Jedem Kreise >t ist ein Kreis Xj invers; M ist ein Aehnlich- 
„keitspunkt von x und Xj." 
Um diesen allgemeineren Satz zu beweisen, nehmen wir auf x 
einen festen Punkt P und einen beweglichen Q an, und bezeichnen 
mit Pj und Q^ die beiden zu ihnen inversen Punkte, mit P' und 
Q' dagegen die Punkte, in welchen x von den resp. Seeanten 
MP und MQ zum zweiten Male geschnitten wird. Dann ist wegen 
des Satzes über die Abschnitte von Kreissecanten : 

MP.MF==MQ.MQ\ 
und wegen des Princips der reciproken Radien: 

MP . MP^^MQ . MQ, (= r^; 
folglich auch: 

MF : MPi = MQ : J/ft und i MP' Q' -- A MP^Q^. 
Wenn also Q und damit zugleich Q' den Kreis x durchläuft, so 



*) Moebius in den Abhandlungen der ECnigl. Sächa. GeaeUschaft der 
Wissenschaften, Leipzig 1855, Bd. II, S. 531—595, nnd in den Berichten über 
die Verhandlungen dereelben GeaeÜBOhaft von 1853, S. 14—24. 
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beschreibt Q^ eine za x ähnliclie und ähnlieh liegende Curve, 
d, h. gleichfalls einen Kveis Xj. Und zwar ist M ein Aehnlich- 
keitspunbt, und Q' und ft, sowie P' und P^ sind „homologe" 
Punkte der beiden Kreise x und Xj. 

73. „Jeder Kreis, welcher durch zwei iuverse Punkte P, P^ 
„geht, ist sich selbst invers und schneidet den zuerst ange- 
„noramenen Kreis, dessen Punkte mit ihren inversen zusammen- 
„fallen, rechtwinklig," 

Denn er hat mit dem ihm inveraen Kreise die Punkte P, P^ 
und zwei zu sich selbst inverse Punkte gemein, und wird in den 
letzteren von zwei durch M gehenden Geraden berührt, weil MP . MP^ 
= r* ist. 

74. Denkt man sich in der Ebene zwei Puuktfelder P, Q, 
B, . . . und Pj, Q^, R^, . . . , die zu einander invers sind, und 
dreht man sodann das eine derselben um den Mittelpunkt M, bis 
jeder von seinen Punkten einen Halbkreis beschrieben bat, so 
liegen wiederum je zwei inverse Punkte, wie P und P^ oder Q 
und ^j, mit M auf einer Geraden, aber auf entgegengesetzten 
Seiten von M; nud es ist wie früher: 

MP . MP^ = MQ . MQ^ = MR . MB^ = = Const., 

aber die ,, Potenz", d. h. da.s constaute Product der Eadii vectores 
inverser Punkte hat nicht mehr einen positiven, sondern einen 
negativen Werth. Wir erhalten so einen zweiten Fall der Inver- 
sion, welcher sich von dem ersteren auch dadurch unterscheidet, 
dass kein Punkt der Ebene mit seinem inversen zusammenfällt. 
Auch in diesem zweiten Falle ist die Ebene conform auf sich 
selbst abgebildet, jeder Geraden ist ein durch M gehender Kreis 
invers, und überhaupt jedem Kreise v. ein Kreis x^; der Mittel- 
punkt M der reciproken Radien ist auch in diesem Falle Äehn- 
lichkeitspunkt von je zwei inveraen Kreisen. 

75. Auch die Punkte des Raumes können durch Inversion 
einander paarweise zugeordnet werden, indem man den Mittel- 
punkt M und den positiven oder negativen Werth der Potenz 
willkürlich annimmt. Am Leichtesten ist diese Verallgemeinerung 
durchzuführen, indem man zunächst die Punkte einer beliebig 
durch M gelegten Ebene einander zuordnet und sodann diese 
Ebene um eine durch M gehende Axe dreht. Zwei inverse Punkte 
der Ebene stellen dann bei jeder Lage derselben zwei inverse 
Punkte des Raumes vor. 

76. Dreht man die Ebene um die durch M gehende Centrale 
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von zwei iaversen Kreisen, so beschreiben die letzteren zwei 



„Jeder Kugel x ist eine Kugel it, invers; M ist ein Aebnlich- 
„keitspunkt von x und Kj (Nr. 72), Jeder Ebene T ist eine 
„durch M gehende Kugel invers, die in M von einer zu V 
„parallelen Ebene berührt wird." 
Der letzte Theil dieses Satzes ist als Speeialfall des ersten anzu- 
sehen, aber auch leicht besonders zu beweisen. — Weiter ergiebt 
sich daraus: 

,,Zwei beliebige Ebenen des Raumes schneiden sich unter den- 
„selben Winkeln, wie die ihnen inversen Kugeln." 
Zwei unendlich kleine inverse Tetraeder haben demnach gleiche 
Fläehenwinkel und folglich auch gleiche Kanten winkel ; sie sind 
(wie einige TJeberlegung lehrt) ähnlich, wenn die Potenz der reci- 
proken Radien negativ, und symmetrisch ähnlieh, wenn sie positiv 
ist. Weil demnach ihre homologen Flächen allemal ähnlich sind, 
so ergiebt sich: 

„Zwei inverse Flächen sind conform auf einander abgebildet" 
77. Um hiemach eine Kugel x auf einer behebigen Ebene S 
conform abzubilden, wähle man zum Inversionscentrum M einen 
der beiden Punkte von jt, deren Eeriihrnngs ebenen zu 2 parallel 
sind, und setze die Potenz gleich dem Product der beiden Ab- 
schnitte MP und -MPi, welche x und S auf irgend einer durch M 
gelegten Geraden bilden. Der Ebene 2 ist dann eine Kugel in- 
vers, welche mit der gegebenen x die Punkte P und M, sowie 
die Beröhrungs ebene in M gemein hat nnd folglich mit x zu- 
sammenfällt. Also : 

„Projicirt man eine Kugel x (stereographisch) aus einem auf 
„ihr liegenden Punkte M auf eine Ebene S, die zu der Be- 
„ rührungsebene von Jlf parallel ist, so wird dadurch die Fläche x 



:ldet." 

ion, welche schon dem Astro- 

ird bei der Herstellung von 



„conform auf der Ebene 2 ; 
Von dieser stereographischen Projectio 
nomen Ptolemaens bekannt war, 

Landkarten Gebrauch gemacht. Man erreicht dadurch, 
nigstens die Winkel auf der Karte dieselbe Grösse haben wie die 
ihnen entsprechenden auf der Erdoberfläche; die Längen der ver- 
schiedenen Linien unserer Erdoberfläche sind auf den Landkarten 
allemal in veränderlichem Masastabe dargestellt, weil eine Kugel 
sich nicht ohne Verzerrungen auf einer Ebene abwickeln lässt. 
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78. „Einem beliebigen Kreise ist allemal ein Kreis invers"; 
in letzterem schneiden sich je zwei Kugeln, deren inverse durch 
den ersterea gehen. Wenn insbesondere der eine Kreis durch M 
geht, so artet der andere in eine Gerade aus (Nr. 70). Die Meri- 
diane und Parallelkreise der Erdoberfläche gehen deshalb durch 
die stereographische Projection in zwei Schaaren orthogonaler 
Kreise über; die Projectionen der Meridiane sind Kreise, die sich 
in zwei Punkten (den Projectionen des Nord- und des Südpoles) 
schneiden, und zu ihnen sind die Projectionen der Parallelkreise, 
welche keinen reellen Punkt mit einander gemein haben, recht- 
winklig. Nur die durch M gehenden Kugelkreise werden in der 
Bildebene durch gerade Linien dargestellt. — Verlegt man ins- 
besondere den Projeetions-Mittelpunkt M in den Nord- oder Süd- 
pol, so werden die Parallelkreiae durch concentrische Kreise and 
die Meridiane durch die Durchmesser derselben abgebildet. 

79. Zu drei beliebig angenommenen Kugeln kann man im 
Allgemeinen einen orthogonalen, d. h. sie rechtwinklig schneidenden 
Kreis construiren; derselbe liegt in der Centralebene und sein 
Mittelpunkt ist ein Potenzpuukt der drei Kugeln. Nur danm wird 
die Constmctiou unmöglich, wenn die drei Kugeln zwei Punkte 
oder einen Punkt mit einander gemein haben. — Wählt man nun 
einen Punkt jenes orthogonalen Kreises zum Mittelpunkte reci- 
proker Radien, so wird der Kreis in eine Gerade transformirt, die 
drei Kugeln aber in drei andere Kugeln, welche von der Geraden 
rechtwinklig geschnitten werden, und deren Mittelpunkte folglich 
auf der Geraden liegen. Drei Kugeln können demnach, wenn sie 
nicht durch einen und denselben Punkt gehen, allemal durch In- 
version in drei andere Kugeln verwandelt werden, deren Mittelpunkte 
auf einer Geraden liegen, im anderen Falle dagegen in drei Ebenen. 

80. Eine Schaar von Kugeln, welche durch stetige Bewegung 
einer veränderlichen Kugel beschrieben ist, wird im Allgemeinen 
von einer Fläche F eingehüllt, die eine Schaar von kreisförmigen 
Krümmungslinien besitzt. Nämlich jede Kugel der Schaar wird 
von F längs der Kreislinie berührt, welche sie mit der unmittel- 
bar benachbarten Kugel der Schaar gemein hat; und weil die 
Normalen von /*' in den Punkten dieser Linie sich im Centrum 
der Kugel schneiden, so ist die Kreislinie eine Krümmungslinie 
von F. Wird nun die Fläche F durch Inversion in eine andere 
Fläche F^ transformirt, so gehen zugleich jene Krümmungs- 
linien über in kreisförmige Krümm ungslinien von F^, indem F^ 
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diejenige Schaar toq Kugeln einhülit, welche der von F einge- 
hüllten Seh aar invers iat. Alle zu Rotationsflächen inversen 
Flächen besitzen deshalb je eine Schaar von kreisförmigen Krüm- 
mungslinien. 

81. Eine der merkwürdigsten ant«r diesen Flächen ist die 
von Dupiu entdeckte „Cyclide". Dieselbe wird von einer ver- 
änderliehen Kuge! nmhüllt, welche bei ihrer stetigen Bew^ung 
fortwährend drei gegebene Kugeln berührt. Die Theorie dieser 
Cyclide können Sie auf Grund des Vorhergehenden leicht ent- 
wickeln, indem Sie die folgenden Sätze beweisen. 

„Eine Dupin'sche Cyclide verwandelt sich durch Inversion 
„allemal wieder in eine Cyclide; sie kann, wenn das Inversions- 
„centrum passend gewählt wird, sogar in eine Rotations-Cyclide 
„transformirt werden, welche von einer um eine Axe sich drehenden 
„Kugel oder Ebene umhüllt wird (Nr. 79), Die Cyclide besitzt 
„deshalb zwei Schaaren von kreisförmigen Krümnmngslinien, 
„und wird in denselben von zwei Schaaren von Kugeln he- 
„rührt; die Mittelpunkte dieser Engeln und Krümmnngslinien 
„liegen mit je zwei der letzteren in zwei zu einander normalen 
„ Symmetrie-Ebenen der Cyclide. Jede Kugel der einen Schaar 
„berührt alle Kugeln der anderen Schaar in den Punkten einer 
„kreisförmigen Krömmungslinie. Zwei Krümmungslinien können 
„durch eine Kugel verbunden werden, wenn sie zu derselben 
,, Schaar gehören; im anderen Falle haben sie einen gemein- 
„ schaftlichen Punkt und achneiden sich in demselben recht- 
,, winklig." 

82. „Die Cyclide hat entweder keinen (reellen) Doppel- 
„punkt, oder zwei Knotenpunkte, in welchen alle Krümmungs- 
„linien der einen Schaar sich schneiden, oder einen Cuspidal- 
„punkt, in welchem dieselben sieh berühren. Von diesen drei 
„Hauptarten erhält man wesentlich verschiedene Formen, wenn 
„man die zugehörige ßotationacyclide transformirt durch reci- 
„proke Radien, deren Mittelpunkt einmal innerhalb, einmal auf 
„und einmal ausserhalb der Rotationscyclide angenommen wird. 
„Die letzteren beiden Hauptarten können durch Inversion auf 
„ einem geraden Kegel resp, CjHnder eonform abgebildet werden." 
„Die Ebenen, in welchen die Krümmungslinien der einen 
,,oder der anderen Schaar (paarweise) liegen, schneiden sich 
,,alle in einer Geraden; dieselbe liegt in der einen Symmetrie- 
„Ebene und steht auf der anderen senkrecht. Die Cyclide wird 
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von gewiesen zwei Ebenen in allen Punkten je eines Kreises 
berührt. — Verbindet man die Krümmvmgslinien der einen 
oder der antieren Schaar mit einem beliebigen Punkte M durch 
Kugeln, so achneiden diese sich alle in einer Kreislinie." 

„Wenn eine Cyclide sich in daa Unendliche erstreckt (was 
bei jeder der drei Hauptarten eintreten kann), so besitzt sie 
zwei gerade Krümraungslinien , die sich rechtwinkhg kreuzen. 
Die Ebenen aller übrigen Krümmungslinien gehen theils durch 
die eine, theils durch die andere von diesen beiden windschiefen 
Geraden." 



Regelschaaren aad Hegelflächeii zweiter Ordnung. 

83. Die Mittelpunkte aller Kegel zweiter Ordnung, welche 
von den sechs Seitenlinien eines beliebigen windschiefen Sechsecks 
berührt werden, erfüllen. eine Begelfläehe; dieselbe geht durch die 
drei Hauptdiagonalen des Sechsecks (vgl. Seite 88). 

84. Die drei Hauptdiagonalen eines windschiefen Sechsecks, 
dessen sechs Seitenlinien auf einer Regelfläche liegen, schneiden 
sich in einem Punkte. 

85. Eine Puuktreihe w und ein Büschel S I. Ordnung, die 
nicht in parallelen Ebenen liegen, seien projectiv auf einander 
bezogen; dann bilden die Strahlen, welche durch die Punkte von 
M parallel zu den entsprechenden Strahlen von S gezogen werden 
können, die eine Eegelschaar eines hyperbolischen Paraboloides 
(vergl. Seite 90). 

86. Eine Punktreihe u und ein Ebenenbüschel v seien pro- 
jectiv, und ihre Träger nicht zu einander rechtwinklig; dann 
bilden die Normalen, welche aus den Punkten von u auf die ent- 
sprechenden Ebenen von v gefällt werden können, die eine Regel- 
schaar eines hyperbolischen Paraboloides (Nr. 85). 

87. Werden auf einer Regelfläche in den Punkten eines in 
ihr liegenden Strahles Normalen errichtet, so bilden dieselben die 
eine Eegelschaar eines gleichseitigen hyperbolischen Paraboloides 
(Nr. 86; vgl. Seite 120). 

88. Werden durch einen beliebigen Punkt zu allen Strahlen 
einer Eegelschaar Normal-Ebenen gelegt, so bilden diese einen 
Ebenenbüsche] I. oder II. Ordnung, jenachdem die Eegelschaar 
einem hyperbolischen Paraboloid oder einem einschaligen Hyper- 
boloid angehört (Seite 123). 
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89. Alle Ebenen, welche durch einen festen Punkt gehen 
und ein gegebenes einschaliges Hyperboloid in Parabeln schneiden, 
umhüllen einen Kegel II. Ordnung, welcher dem Äsymptotenkegel 
parallel ist. 

90. Eine Regelfläche zu construiren, von welcher gegeben 
sind zwei Strahlen a, h, die nicht in einer Ebene liegen, und ent^ 
weder drei ausserhalb a und b liegende Punkte oder drei nicht 
durch o, oder h gehende Beriihrungs-Ebenen. 

91. Welches ist der Ort eines Punktes, der von einem ge- 
gebenen Punkte A durch eine Eegelflache harmonisch getrennt 
ist? Welche Linie hat dieser geometrische Ort mit einer durch Ä 
gehenden Ebene gemein? 



ProjectiTe Elementargebilde ; geradlinige Fläcben dritter 
Ordnung. 

92. In einem Elementargebilde II. Ordnung zu drei gegebenen 
Elementen das vierte harmonische zu construiren, z. B. in einer 
Curve II. Ordnung zu, drei Punkten den vierten harmonischen. 

93. Ein Büschel I. und ein Büschel II. Ordnung liegen in 
einer Ebene und sind projectiv. Die Curve UI. Ordnung zu 
zeichnen, auf welcher alle Schnittpunkte homologer Strahlen der 
Büschel liegen (Seite 131). 

94. Die zu Nr. 93 reeiproke Aufgabe betrifft einen Strahlen- 
büschel III. Ordnung; derselbe soll gezeichnet werden. 

95. Die Cnrve IV. Ordnung zu zeichnen, welche von zwei 
projectiven Strahlenbüscheln II. Ordnung erzeugt wird (Seite 138). 

96. Den von zwei projectiven Curven II. Ordnung erzeugten 
Strahlenbüschel IV. Ordnung zu zeichnen. 

97. Auf einer Curve IL Ordnung liegt der Scheitelpunkt S 
eines Winkeis von gegebener Grösse, welcher eine Sehne AB der 
Curve einsebliesst. Dreht sich dieser Winkel um S, so beschreibt 
die Sehne AB einen Strahlenbüschel II. Ordnung (Seite 134); nur 
wenn der Winkel ein rechter ist, dreht sich AB um einen Punkt 
(Seite 154) 

98. Emei Curve II. Ordnung ist eiu Dreieck ^ßf* umschrie- 
ben, dessen Giundlinie AB in einer gegebenen Tangente w der 
Cuive hegt und von gegebener Länge ist. Gleitet'diese Grund- 
linie auf M fort, so besehreibt die Spitze P des Dreiecks" eine neue 
Curve II, Ordnung (Seite 134). Insbesondere ergiebt sich: 
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99. Wenn ein Winkel von gegebener Grösse einer Parabel 
umschrieben ist, und seine beiden Schenkel auf der Parabel hin- 
roilen, so beschreibt sein Scheitelpunkt eine Hyperbel und die Ver- 
bindungslinie der beiden Berührungspunkte einen Büschel II. Ord- 
nung. Nur der rechte Winkel macht eine Ausnahme (Lehrsatz 109). 

100. Es seien gegeben ein Kegel II. Ordnung und zwei sieh 
nicht schneidende Gerade a, h, welche entweder an zwei Strahlen 
des Kegels parallel laufen oder auf zwei Beriihrungs-Ebenen des- 
selben senkrecht stehen. Bewegt sieh dann eine dritte Gerade so, 
dass sie die Geraden a und b schneidet und stets zu irgend einem 
Strahle des Kegels parallel oder (im zweiten Falle) zu irgend einer 
Berährungsebene desselben normal ist, so beschreibt sie ein ein- 
schaliges Hyperboloid (Seite 132), 

101. Eine Punktreihe u I. und eine Punktreihe k^ IL Ord- 
nung, die projectiv auf einander bezogen sind, aber weder in 
einer Ebene liegen, noch einen Punkt entsprechend gemein haben, 
erzeugen mit einander eine Sehaar von Geraden, die wir eine 
„Regelschaar III. Ordnung" nennen wollen. Eine beliebige Ge- 
rade g schneidet mindestens einen Strahl und höchstens drei 
Strahlen- dieser Schaar, wie sich leicht ergiebt (Seite 131), wenn 
man die Punktreihe u aus der Ase g durch einen Ebenenbüschel 
projicirt. Die Regelschaar III. Ordnung wird aus einem beliebigen 
Punkte im Allgemeinen durch einen Ebenenbüschel III. Ordnung 
projicirt (vgl. Seite 131). 

102. Jede durch u gehende Ebene, welche die Curve k^ 
sehneidet, enthält zwei Strahlen der Regelschaar TII, Ordnung. 
Projicirt man nun aus dem Schnittpunkte D von zwei solchen 
Strahlen die beiden projectiven Punktreihen u und k^, so erhält 
man einen Büschel I. und einen Kegel IL Ordnung, welche pro- 
jectiv sind und zwei Strahlen entsprechend gemein haben, also 
(Seite 131) einen Ebenenbüschel «f erster Ordnung erzeugen. Alle 
Strahlenpaare der Regelschaar, welche in den durch u gehenden 
Ebenen Hegen, sehneiden sieh demnach in den Punkten einer Ge- 
raden d, und aus jedem dieser Schnittpunkte wird die Regelschaar 
durch einen zu u und k^ perspectiven Ebenenbüschel I. Ordnung 
projicirt. Wir können die beiden Geraden u und d etwa „Leit- 
linien" der Regelschaar III. Ordnung nennen, weil sie alle Strahlen 
der Schaar schneiden. Nur dann fällt d mit u zusammen, wenn 
u die Curve k^ schneidet; in diesem Specialfalle ist die Leitlinie 
M zugleich ein Strahl der Regelschaar. 
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103. Aus einem Punkte S, welcher auf einem Strahle a der 
Regelsehaar III. Ordnung, jedoch auf keiner der Leitlinien u und 
d liegt, werden die projeetiven Punktreihen u und k^ durch einen 
Büschel I. und einen Kegel II. Ordnung projieirt, welche den 
Strahl a entsprechend gemein hahen und folglich (Seite 133) einen 
zu u und k^ perspectiven Ebenenhiischel II. Ordnung erzeugen. 
Durch diesen Büschel' II. Ordnung wird also die Regelschaar 
III. Ordnung aus dem beliebig auf ihr liegenden Punkte S pro- 
jieirt. Da derselbe projeetiv ist zu dem Ebenenbüschel d, welcher 
ebenfalls zu den Punktreihen u und k^ perspectiv ist, so er- 
giebt sich: 

104. Die Regelschaar III. Ordnung wird auch erzeugt durch 
den Ebeneubüscbel d I. Ordnung, auf dessen Äse die Strahlen 
der Schaar sich paarweise schneiden, und durch einen zu d pro- 
jeetiven Ebenenbüsehel S II. Ordnung, dessen Mittelpunkt beliebig 
auf der Regelschaar angenommen werden kann. Diese zweite Er- 
zeugungsart ist der zuerst angegebenen reciprok, und die Regel- 
schaar III. Ordnung ist folglich sich selbst reciprok. Gehen wir 
aus von der zweiten Erzeugungsart der Schaar, so gelangen wir 
zu Sätzen, welche den vorhin bewiesenen reciprok sind. So er- 
siebt sich n. Ä.: 



Die Regelschaar III. Ordnung 
wird aus einem beliebigen Punkte,* 
der auf einem ihrer Strahlen 
liegt, durch einen Ebenenbüschel 
II. Ordnung projieirt; 



Die Regelschaar III. Ordnung 
wird von einer beliebigen Ebene, 
die durch einen ihrer Strahlen 
geht, in einer Curve II. Ord- 
nung ge Schnitter 



und alle solche pro jicir enden Ebenenbüschel und Sehnittcurven 

II. Ordnung sind zu einander, zu der Puuktreihe I. Ordnung u 
und zu dem Ebenenbüschel I. Ordnung d projeetiv. Die Sehnitt- 
curven II. Ordnung liegen zu dem Büschel d und zu allen pro- 
jicirenden Ebenenbüscheln II. Ordnung perspectiv. 

105. Die Regelschaar III. Ordnung liegt auf einer geradlinigen 
Fläche F' dritter Ordnung, welche von einer beliebigen Geraden 
in höchstens drei Punkten und von einer beliebigen Ebene in 
einer Curve III. Ordnung geschnitten wird. Durch die Leitlinie d 
geht die Fläche F^ zweimal, und auf ihr liegt Yon jeder ebenen 
Schnittlinie der Fläche ein eigentlicher oder isoürter Doppel- 
punkt. Die Ebenen, welche durch die Strahlen der Regelschaar 

III. Ordnung gehen, schneiden die geradlinige Fläche F^ in diesen 
Strahlen und in je einer Curve II. Ordnung; diese Ciu-ve wird 
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von dem zugehörigen Strahle der Regelschaar in zwei Punkten 
geschnitten, von welchen der eiue auf der Doppellinie d liegt, 
während in dem anderen die Fläche F^ von der Curvenehene be- 
rührt wird. Die Ebenen, welche durch die Strahlen der Regel- 
sehaar gehen, sind also Berührangsebenen der Mäche F^ dritter 
Ordnung; die Ebenen der Leitlinie m, in welchen jene Strahlen 
paarweise liegen, sind doppelt-berührende Ebenen von F^. 

106. Wir unterscheiden drei Arten von geradlinigen Flächen 
dritter Ordnung. Nämlich eine der auf F^ liegenden Curven k'^ 
II. Ordnung kann den Punkt, in welchem ihre Ebene die Axe « 
der doppelt berührenden Ebenen schneidet, entweder einschliessen, 
oder aussehlieasen , oder sie kann durch denselben gehen; und 
ganz ebenso verhält sich dann jede andere &' der Fläche. In 
dem ersten Falle liegen (wie aus der ersten Erzeugungsart Nr. 10t 
sich ergiebt) in jeder Ebene von u zwei Strahlen der Regelschaar 
IIL Ordnung, und zugleich schneiden sich in jedem Punkte von d 
zwei Strahlen derselben- In dem zweiten Falle trennen die beiden 
sogenannten Cuspidal- Ebenen der Fläche, welche durch u gehen 
und die Curve h^ II. Ordnung beiTibren, die eigentlichen doppelt 
berührenden Ebenen nnd die eigentlichen Doppelpunkte der Fläche 
von den „isolirten", welche gleich jenen durch u gehen resp. auf d 
liegen. Der dritte Fall endlich ist als Grenzfall der beiden ersteren 
aufzufassen; wenn er eintritt, so fallen die beiden Leitlinien u 
und d (nnd damit zugleich die beiden Cuspidalebenen) zusammen. 

107. An zwei windschiefen Geraden m, d und einer Curve 
II. Ordnung, welche von d geschnitten wird, aber weder mit d 
noch mit u in einer Ebene liegt, gleitet eine Gerade hin; dieselbe 
beschreibt alsdann eine geradlinige Fläche III. Ordnung (Nr. 101), 
deren Doppelpunkte auf d liegen und deren doppelt berührenden 
Ebenen durch u gehen, — Wie lautet der reciproke Satz? 



InTolntioBen. 



108. Wird auf einer Tangente eines Kegelschnittes eine In- 
volution angenommen, und zieht man aus je zwei zugeordneten 
Punkten derselben zwei neue Tangenten an die Curve, so schnei- 
den sich diese auf einer bestimmten Geraden (Seite 141), Ina- 
besondere folgt: 

109. Die Scheitelpunkte aller rechten Winke], die einer Parabel 
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Timschrieben werden können, liegen aaf einer Geraden; ebenso 
die Spitzen aller umschriebenen gleichschenkligen Dreiecke, deren 
Grundlinien iu einer gegebenen Tangente der Parabel liegen. 

HO. Die Spitzen aller einem Kegelschnitt umschriebenen 
Dreiecke, deren Grundlinien in einer gegebenen Tangente liegen 
und durch den Berührnngspunkt A derselben lialbirt werden, liegen 
(nach Nr. 108) in einer Geraden, nämlich in dem durch A gehen- 
den Durchmesser der Curve. Die Geraden, welche in jedem Drei- 
ecke die Berührungspunkte der übrigen beiden Seiten verbinden, 
sind zur Grundlinie parallel. 

111. Drehen sich zwei Ebenen um zwei feste Gerade m, Wj 
so, dass sie fortwährend zu irgend zwei conjugirten Durchmessern 
eines gegebenen Kegelschnittes parallel laufen, so beschreibt ihre 
Schnittlinie eine dnrch m und Wj gehende Kegel- oder Regelfläche 
II. Ordnung. 

112. Zwei projeetive Strahlen- oder Ebenenbiischel I. Ordnung 
sollen in involutorische Lage gebracht werden (vergl. Nr. 18). 

113. Von einer Involution auf einer Geraden sind zwei 
Punktenpaare A, A-^^ und .B, iJj gegeben; man construire mittelst 
des vollständigen Vierecks zu irgend einem fünften Punkte C den 
zugeordneten C, {Seite 148), und bestimme insbesondere den 
„Mittelpunkt" der Punktreihe, dessen zugeordneter unendlich 
fern liegt. 

U4. Von einem Kegelschnitt sind zwei paar conjugirte Durch- 
messer bekannt; man zeichne zu einem beliebigen fünften Durch- 
messer den conjugirten (Seite 142 und 148). 

115. Zieht man durch irgend einen Punkt Parallelen zu den 
drei paar Gegenseiten eines vollständigen Vierecks, so erhält man 
drei paar Strahlen einer Involution (Seite 147 u.). Daraus folgt: 

116. Wenn zwei paar Gegenseiten eines vollständigen Vier- 
ecks sich rechtwinklig schneiden, so sind auch die letzten beiden 
Gegenseiten zu einander normal (Seite 154). Oder: Die drei 
Höhen eines Dreiecks schneiden sich iu einem Punkte, dem „Höhen- 
punkte" des Dreiecks. 

117. Alle Curven II. Ordnung, welche durch die Eckpunkte 
und den Höhenpunkt eines beliebigen Dreiecks gehen, sind gleich- 
seitige Hyperbeln (Seite 150, vergl. Nr. 116). Einem beliebigen 
Viereck kann allemal eine gleichseitige Hyperbel umschrieben 
werden; dieselbe geht durch die Hohenpunkte der vier von den 
Eckpunkten gebildeten Dreiecke. 
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118. Die Seiten eines beliebigen Dreiecks bilden mit der 
unendlieli fernen Geraden der Ebene ein vollständiges Vierseit, 
dessen drei paar Gegenpunkte aus dem Höhenpunkt des Dreiecks 
durch drei paar normale Strahlen projicirt werden. Daraus folgt 
(vergl. Seite 148 und 150): 

119. In dem Höbenpunkte jedes Tangentendreiecks einer Para- 
bel schneiden sieb zwei Tangenten dieser Curve rechtwinklig. Die 
Höhenpunkte aller Tangenten drei ecke einer Parabel liegen folglich 
•auf einer Geraden (Nr. 109). Insbesondere liegen die Höhenpunkte 
der vier Dreiecke, welche in einem beliebigen vollständigen Vier- 
seit enthalten sind, auf einer Geraden. 

120. Ist einer Ellipse oder Hyperbel ein Rechteck ABCD 
umsehrieben, so schneiden sieh in jedem Punkte S, der mit den 
Eckpunkten A, B, C, D auf einem Kreise liegt, zwei Tangenten 
der Curve rechtwinklig (Seite 149); denn die zwei paar gegenüber- 
liegenden Eckpunkte des Rechtecks werden aus S durch zwei 
paar rechtwinklige Strahlen projicirt. Daraus schliessen wir: Die 
Scheitel aller rechten Winkel, die einer Ellipse oder Hyperbel 
umsehrieben werden können, liegen auf einem Kreise. — Dieser 
Satz kann als Speeialfall des folgenden betrachtet werden. 



Je zwei Punkte einer Curve 
II, Ordnung, welche mit zu- 
geordneten Strahlen eines in- 
volutorischen Büschels S incident 
sind, liegen im Allgemeinen auf 
einem Strahle eines Büschels 
IL Ordnung.*) 



121. Je zwei Tangenten einer 
Curve k II. Ordnung, welche 
durch zwei coiijugirte Punkte 
einer in vol uteri scheu Punktreihe 
M gehen, schneiden sich im All- 
gemeinen auf einer anderen Curve 
II. Ordnung. 

Eine Ausnahme tritt ein, wenn die Curve k von der C 
berührt wird (Nr. 108). Im Allgemeinen kann der Curve ein Vier- 
seit abcd umschrieben werden, von welchem zwei Gegenpunkte 
ac und bd mit zwei conjugirten Funkten P, Pj Ton u zusammen- 
fallen. Wenn nun im Punkte S zwei Tangenten von k sich schneiden, 
welche durch zwei andere conjugirte Punkte Q, Q^ von w gehen, 
so bilden diese Tangenten SQ, SQ^ mit den Strahlen SP, SP^ 
und mit demjenigen dritten Strahlenpaare, durch welches zwei 
von P und Pj verschiedene Gegenpunkte B, B^ des Vierseits abcd 
aus S projicirt werden, eine Involution (Seite 149), und es gehen 

*) Dieser BQechel IL Ordnung zerfällt in awei Büschel I. Ordnung, wenn 
die Curve von zwei conjugirten Strahlen der Involution S Lerührt wird. 
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folglicli auch die Strahlen SB tmd Sfij durch zwei zugeordnete 
Punkte Yon u. Bezieht mau also die Büschel B und Bi projeetiv 
so auf einander, dass je zwei homologe Strahlen derselben durch 
zwei conjugirte Punkte von u gehen, so erzeugen sie eine Curve 
II. Ordnung, welche der geometrische Ort des Punktes S ist, — 
Man kann auch sagen: „Die Tangentenpaare einer Curve II. Ord- 
„nuug, welche durch zwei gegebene Punkte harmonisch getrennt 
,,sind, schneiden sich im Allgemeinen auf einer Curve II. Ordnung." 
So ausgedrückt ist der Satz links ein Speeialfall des folgenden, 
dessen Beweis wir unterdrücken; 



Die Punktenpaare einer Curve 
IL Ordnung, welche bezüglich 
einer zweiten Curve II. Ordnung 
conjugirt sind, liegen im Allge- 
meinen 9,uf den Tangenten einer 
dritten Curve IL Ordnung. 



Die Tangentenpaare einer 
Curve n. Ordnung, welche be- 
züglich einer zweiten Curve 
II. Ordnung conjugirt sind, 
schneiden sich im Allgemeinen 
in den Punkten einer dritten 
Curve IL Ordnung. 

Man findet leicht, dass die dritte Curve (links) durch die 
Berührungspunkte einer jeden gemeinschaftlichen Tangente der 
beiden ersteren geht. 

122. Wenn von den drei Kreisen, welche die Diagonalen eines 
vollständigen Vierseits zu Durchmessern haben, irgend zwei sich 
schneiden, so geht auch der dritte durch die beiden Schnittpunkte, 
Die Schenkel jedes rechten Winkels, welcher einen dieser Schnitt- 
punkte zum Scheitel hat, berühren eine dem Vierseit eingeschrie- 
bene Curve II. Ordnnng. 

123. Alle einem Kreisviereck umschriebenen Hyperbeln haben 
parallele Axen; die Richtungen dieser Axcn halbireu die Winkel, 
welche je zwei Gegenseiten des Vierecks mit einander bilden. 
Die Doppelstrahlen einer Involution, von welcher drei paar con- 
ji^irte Strahlen zu den drei paar Gegenseiten des Kreisvierecks 
parallel laufen, stehen nämlich auf einander senkrecht. 

124. Zieht man an eine Curve IL Ordnung durch den Hal- 
birungspunkt M einer Sehne zwei Secanten, so bestimmen diese 
auf der Curve ein vollständiges Viereck; die übrigen zwei paar 
Gegenseiten dieses Vierecks begrenzen auf der Sehne zwei Strecken, 
die ebenfalls in M halbirt werden. 
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Brennptuikte der Cnrven zweiter Ordntmg. 

125. Von einer Parabel den Brennpunkt F zn construiren. 

a. Der Brennpunkt F liegt auf jeder Normalen, welche auf 
einer beliebigen Tangente in ihrem Schnittpunkte mit der 
Seheiteltangente errichtet wird (Seite 162). 

b. Der Brennpunkt halbirt den Abschnitt der Axe, welcher 
zwischen zwei conjtigirten nnd zu einander teehtwinkligeu 
Geraden liegt, z. B. zwischen der Tangente und der Normale 
eines Parabelpunktes (Seite 157). 

e. Jede Parabeltangente bildet mit einem Dnrchmesser dieselben 
Winkel, wie mit der Verbindungslinie ihres Berührungspunktes 
und des Brennpunktes F (Seite 158), 

d. Alle den Tangentendreiecken der Parabel umschriebenen Kreise 
gehen durch den Brennpunkt F (Seite 165). 

126. Von einer Parabel die Leitlinie (Direetrix) fza construiren. 

a. Die Leitlinie ist die Polare des Brennpunktes. 

b. Auf der Leitlinie f schneiden sich je zwei zu einander recht- 
winklige Parabeltangenten (Seite 158). 

c. Die Höhenpunkte aller Tangentendreiecke der Parabel liegen 
auf der Directrix f (Nr. 119). 

127. Die Leitlinien aller Parabeln, welche einem Dreieck 
eii^eschrieben werden können, gehen durch den Höhenpunkt des- 
selben, und ihre Brennpunkte liegen auf dem, dem Dreieck um- 
schriebenen Kreise. Fällt man aus irgend einem Punkte dieses 
Kreises Normalen auf die Dreieckseiten, so liegen deren drei Fuss- 
puukte in einer Geraden, nämhch in der Scheiteltangente von 
einer der eingeschriebenen Parabeln. 

128. Von einer Ellipse oder Hyperbel die beiden Brennpunkte 
zu construiren; 

a. als Ordnnngspunkte einer in der Hauptaxe liegenden Involu- 
tion (Seite 156). 

b. Mittelst der Scheiteltangenten der Hauptaxe. Dieselben be- 
grenzen auf jeder dritten Tangeute eine Strecke, welche 
ans den Brennpunkten durch rechte Winkel projicirt wird 
(Seite 163). 

c. Mittelst des Kreises, welcher die Curve in den Scheitelpunkten 
der Hauptaxe berührt. Errichtet man auf einer Tangente 
der Curve zwei Normalen in den Punkten, weiche sie mit 
dem Kreise gemein hat, so schneiden diese die Hauptaxe in 
den beiden Brennpunkten (Seite 162). 
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d. Indem man einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Katheten 
eonjugirt sind nnd dessen Hypotenusß in der Nebenaxe liegt, 
einen Kreis umschreibt. Derselbe schneidet die Hauptase in 
den beiden Brennpunkten (Seite 157). 

e. Mit Hülfe des Satzes, dass die Summe resp. Differenz der bei- 
den Brennstrahlen eines Curvenpunktes constant ist {Seite 1 61). 

129. Eine Cnrve IL Ordnang zu constmiren aus einem Brenn- 
punkte, der zugehörigen Leitlinie und einem Punkte oder einer 
Tangente (Seite 159 und 160). 

130. Eine Curve II, Ordnung zu eonstniiren aus einem Brenn- 
punkte und entweder drei Tangenten oder zwei Tangenten und 
dem Berührungspunkte von einer derselben (Seite 164). In beiden 
Fällen sofort den zweiten Brennpunkt zu zeichnen (Seite 15S). 

131. Werden in der Ebene die Brennpunkte von jeder einem 
Dreieck ABC eingeschriebenen Curve II. Ordnung einander zu- 
geordnet, so wird dadurch zwischen den Punkten der Ebene eine 
involutorische Verwandtschaft zweiten Grades hergestellt, von 
welcher A, B, C die drei Hauptpunkte sind; d. h. wenn der eine 
Brennpunkt eine beliebige Gerade u beschreibt, so beschreibt der 
andere eine durch A, B, C gehende und zu u projective Curve 
II. Ordnung (Seite 158). Die Halbirungslinien der Dreiecks winket 
sind sich selbst zugeordnet. Jede Gerade der Ebene ist Axe von 
einer der eingeschriebenen Curven II, Ordnung. 

132. Eine Curve II. Ordnung zu constmiren aus den beiden 
Brennpunkten und einem Punkte oder einer Tangente (Seite 161 
und 16-2). 

133. Die Winkel, welche confocalen Curven II. Ordnung aus 
einem beliebigen Punkte P ihrer Ebene umsehrieben werden können, 
werden von zwei bestimmten GeraJen halbirt, die sich in P recht- 
winklig sehneiden (Seite 157), und zwar von den Tangenten der 
beiden durch P gehenden Curven. 

134. Die Pole einer Geraden g in Bezug auf confocale Curven 
II. Ordnung liegen in einer zu g normalen Geraden; dieselbe ist 
von g durch die beiden Brennpunkte harmonisch getrennt (S. 157). 

135. Je zwei Gegenseiten einas Vierecks, welches ans einem 
Poldreieck einer Curve II. Ordnung und dessen Höhenpunkt be- 
steht, sind durch die Brennpunkte der Curve harmonisch getrennt. 

136. Sind von einer Curve II. Ordnung zwei Punkte A, B 
nnd ein Brennpunkt F gegeben, so liegt der andere Brennpunkt F^ 
auf einem der beiden durch F gehenden Kegelschnitte, von welchen 
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A und B die BrenDpunkte sind. Denn weil AF±. Bf gegeben ist, 
so muss ÄF^ ±BF^ eine eonstante Grosse sein (vgl. Seit e 161). — 
Die zu F gehörige Directrix sclmeidet die Gerade -4B in einem 
der beiden Punkte, durch welche die Halbirnngsiinien der von 
¥1 und FB gebildeten Winkel gehen {Seite 159). 

137. Eine Curve II. Ordnung zu coustruiren aus einem Brenn- 
punkte, dem Mittelpunkte und einem Punkte oder einer Tangente 
(Nr. 132). 

138. Das Product der Abstände eines Brennpunktes von zwei 
parallelen Tangenten einer Ellipse oder Hyperbel ist constant 
(Seite 162); ebenso das Product der Abstände beider Brennpunkte 
von einer beliebigen Tangente. 

139. Eine Ellipse zu zeichnen, deren Axenlängen gegeben sind : 

a. auf Grand des Satzes Nr. 63; 

b, mit Benutzung der vier Scheiteltangenten (Nr, 23 und 24); 
e. mit Hülfe der Brennpunkte, die aus den Axenlängen zu con- 

struireu sind, 

140. Eine Parabel zu construiren, wenn gegeben sind der 
Brennpunkt und die Directrix (Seite 160), oder der Brennpunkt, 
die Axe und ein Punkt oder eine Tangente, 

141. Die Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei gegebene 
Kreise berühren, liegen auf zwei confocalen Curven II. Ordnung 
(vgl. Seite 161). Die Mittelpunkte der gegebenen beiden Kreise 
sind die Brennpunkte dieser Curven. 

142. Alle Punkte der Ebene, die von einer Geraden und einem 
Kreise gleichen Abstand haben, Hegen auf zwei Parabeln (vgl. 
Nr. 141). 

143. Wenn der eine Sehenkel eines Winkels von gegebener 
Grösse eine Curve II. Ordnung beständig berührt, indess der andere 
sich um einen ihrer Brennpunkte dreht, so beschreibt der Scheitel- 
punkt einen Kreis, welcher die Curve zweimal berührt (Seite 162); 
wenn jedoch die Curve eine Parabel ist, so beschreibt der Scheitel- 
punkt eine Tangente derselben. 



Anigaben zweiten Grades. 

144. Einer Curve II. Ordnung soll ein einfaches «eck ein- 
geschrieben werden, dessen Seiten der Reihe nach durch n ge- 
gebene, nicht auf der Curve liegende Punkte gehen. 
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145. Einer Curve II. Ordnung soll ein einfaches neck um- 
schrieben werden, dessen Eckpunkte der Reibe nach auf « ge- 
gebenen, die Curve nicht berührenden Geraden liegen. 

146. In der Ebene ist ein einfaches Eünfeck gegeben; es soll 
ein zweites gezeichnet werden, welches dem gegebenen um- nnd 
zugleich eingeschrieben ist. 

147. Durch einen gegebenen Punkt sind zwei Strahlen so zu 
ziehen, dass sie auf zwei gegebenen Geraden u, v Strecken von 
gegebenen Längen begrenzen. 

148. Zwischen den Geraden u, v soll eine Linie so gezogen 
werden, dass sie von zwei gegebenen Punkten aus unter rechten 
Winkeln gesehen wird. 

149. Auf einer gegebenen Geraden eine Strecke zu bestimmen, 
welche aus zwei gegebenen Punkten unter gegebenen Winkeln ge- 
sehen wird, 

150. Darch einen gegebenen Punkt eine Gerade so zu legen, 
dass sie ein gegebenes Dreieck Lalbirt, oder dass sie mit zwei 
Seiten desselben ein Dreieck von gegebenem Inhalt bildet. 

151. Einem Dreieck soll ein anderes umschrieben werden, 
dessen eine Seite von zwei gegebenen Geraden begrenzt wird und 
dessen anderen beiden Seiten einen Winkel von gegebener Grösse 



152. Die Schenkel der einander entsprechenden rechten 
Winkel von zwei projectiven Büscheln zu construireu {Nr. 18). 

153. Man bestimme in zwei projectiven Punktreihen, die in 
derselben Geraden liegen, zwei homologe Punkte, die einen ge- 
gebenen Abstand haben, oder in zwei conceutrj sehen projectiven 
Büscheln zwei homologe Strahlen, die einen Winkel von gegebener 
Grösse einschhessen. 

154. In zwei projectiven Punktreihen I. Ordnung bestimme 
man zwei homologe Strecken von gegebenen Längen. 

155. Eine Curve II. Ordnung hat im Allgemeinen ein Paar 
conjugirter Durchmesser, welche mit zwei conjugirten Durch- 
messern einer anderen in derselben Ebene liegenden Curve II. Ord- 
nung parallel laufen. Nur Hyperbeln, deren Asjmptotenriehtungen 
durch einander getrennt sind, machen eine Ausnahme (Seite 174). 

156. Einem Viereck eine Curve 11. Ordnung zu umschreiben, 
welche eine gegebene Gerade berührt (Seite 150); oder einem 
Vierseit eine Curve II. Ordnung einzuschreiben, welche durch einen 
gegebenen Punkt geht. 
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157. In der Ebene von zwei Curven II. Ordnung giebt es 
mindestens einen reellen Punkt U, welcher in Bezug auf beide 
Curven eine und dieselbe Polare m hat (Nr. 65): Die beiden reellen 
oder conjugirtr-imaginären Punkte von u, welche in Bezug auf jede 
der beiden Curven conjagirt sind (vgl. Seite 174), bilden mit U 
ein gemeinschaftliches Poldreieck der Curven. Zwei in einer Ebene 
liegende Curven II. Ordnung haben demnach im Allgemeinen ein 
gemeinschaftliches Poldreieck; dasselbe hat mindestens einen reellen 
Eckpunkt und eine reelle Seite. 



Focalazen und cyclische Ebenen von Eegeln II. Ordnong. 

158. Dreht sich ein gegebener Flächenwinkel um seine Scheitel- 
linie s, so umhüllt die Verbindungsebene der beiden Geraden, in 
welchen seine Schenkel von zwei durch einen Punkt von s gelegten 
Ebenen beziehungsweise geschnitten werden, einen diese Ebenen 
berührenden Kegel II, Ordnung, von welcher s eine Focalaxe ist 
(Seite 185). — Wie lautet der reciproke Satz? 

159. Aus den reellen Focalaxen /, f eines Kegels II. Ord- 
nung werden die Winkel, welche von den zu ff normalen Be- 
rührungsebenen in den übrigen Berührungsebenen begrenzt werden, 
durch rechte Fläch enwiukel projicirt. 

160. Die reellen cyclischen Ebenen x, n' eines Kegels IL Ord- 
nung sehneiden jeden Fläch enwinkel , dessen Schenkel die beiden 
zu xx' normalen Strahlen des Kegels mit einem beliebigen Strahle 
desselben verbinden, in zwei rechten Winkeln. 

161. Alle Fläch enwinkel, welche confocalen Kegeln II, Ord- 
nung aus einem beliebigen Punkte F umsehrieben werden können, 
werden von zwei bestimmten Ebenen halbirt, die sich in P recht- 
winklig sehneiden (Nr. 133). 

162. Alle Winkel, welche coucyclischen Kegeln II. Ordnung 
in einer durch ihren Mittelpunkt gehenden Ebene eingeschrieben 
werden können, werden von zwei bestimmten, zu einander nor- 
malen Strahlen halbirt (Nr. 161). 

163. Unter den Kegeln IL Ordnung sind ausser den ßota- 
tionskegeln hervorzuheben : 

a. die gleichseitigen (Schröter), welchen rechtwinklige Drei- 
kante eingeschrieben werden können, 
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b. diejenigeu, welcben rechtwinklige Dreikante umschrieben 

werden können; 
e. die orthogonalen (Schroeter), deren cyclische Ebenen zu 

zwei Eegelstrahlen normal sind (Nr. 37), 

d. diejenigen, deren Focalaxen zu zwei Beriihnmgsebeneii nor- 
mal sind, 

e. die Kegel des Pappus, welche von den Ebenen zweier Ge- 
raden in je zwei normalen Strahlen geschnitten werden (die 
beiden Geraden sind die PoUtrahlen der cyclischen Ebenen), 

f. die Kegel des Hachette, an welche von den Strahlen zweier 
Ebenen je zwei normale Berührungsebenen gehen, 

g. und h. diejenigen, deren Focalaxen oder deren cyclische 
Ebenen sich rechtwinklig schneiden. 

164. Die Halbirungslinien von zwei Nebenwinkeln beschreiben 
einen Kegel des Pappus, wenn der eine Schenkel sich in einer 
Ebene f bewegt, indesa der andere g festbleibt. Die Ebene Y ist 
eine cyclische des Kegels und g ihr Polstrahl. 

Aus einem Punkte P einer Kugel werden die grössten Kngel- 
kreiae durch Kegel des Pappus projicirt. 



PolTierecke und Polvierseite vod Eegelscbnltten. 

165. Ein vollständiges Viereck nenne ich „Polviereck" eines 
Kegelschnittes y^, wenn von seinen sechs Seiten jede ihrer Gegen- 
seite eonjugirt ist in Bezug auf 7^- Ebenso soll ein vollständiges 
Vierseit ein ,,Polvierseit" des Kegelschnittes heissen, wenn jeder 
von seinen sechs Eckpunkten dem ihm gegenüber liegenden Eck- 
punkte eonjugirt ist. Die Polaren der Eckpunkte eines Polvier- 
eeks bilden ein Polvierseit; und zwar gehen die sechs Seiten des 
Vierecks durch die sechs Eckpunkte der Vierseita. 

166. Wenn zwei paar Gegenseiten eines vollständigen Vier- 
ecks aus conjugirten Strahlen besteben, so gilt das Gleiche von 
dem dritten Paare, und das Viereck ist ein Polviereek des Kegel- 
schnittea t^- Nämlich die Polare eines beliebigen Eckpunktes 
schneidet das Viereck in einer Involution (Seite 147); ond zwar 
jene beiden (und folglich alle drei) Paare von Gegenseiten in 
Paaren eonjugirter Punkte; woraus der Satz folgt. Aehnlich be- 
weist man den reciproken Satz: Ein vollständiges Vierseit ist ein 
Polvierseit von 7^, wenn zwei paar Gegenpunkte von conjugirten 
Punkten geläldet werden. 
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167. Verbindet man die Eckpunkte A, B, C eines Dreiecks 
mit den Polen der ihnen gegenüberliegenden Seiten, so gehen die 
drei Verbindnngslinieu durch einen Punkt D, welcher mit A, B 
und C ein Polyiereek des Kegelschnittes 7^ bildet (Nr. 166). Drei 
beliebig angenommene Eckpnnkte A, B, eines Polviereeks be- 
stimmen also den vierten D; sind insbesondere A nnd B conjugirt 
in Bezug auf f^, ^0 bilden sie mit D ein Poldreieek von y^. Jedes 
Viereck, welches aus einem Poldreieck von 7^ and einem beliebigen 
Punkte der Ebene besteht, ist ein Polviereck von Y^ (Nr. 165). 
Es giebt auch uneigentliche Polvierecke, von deren Eckpnnkteii 
drei in einer Geraden liegen oder zwei sich vereinigen. 

168. Bringt man die Seiten n, b, c eines Dreiecks zum Durch- 
schnitt mit den Polaren der ihnen gegenüberliegenden Eckpnnkte, 
so erhält man drei Punkte einer Geraden d, welche mit a, b und c 
ein Polvierseit des Kegelschnittes ^^ bildet (Nr, 166). Drei Seiten 
eines Pol vier sei ts bestimmen also die vierte; nur wenn sie ein Pol- 
dreieck von y' bilden, kann die vierte Seite mit jeder Geraden 
der Ebene zusammenfallen. 

169. Wenn zwei Polvierecke 
ÄBCJ) nnd ABC'D' von f^ 
zwei Eckpnnkte A und B mit 
einander gemein haben, so liegen 
ihre sechs Eckpunkte auf einer 
Curve II. Ordnung, die unter 
Umständen in zwei Gerade, AB 
und CA zerfallen kann. 
Weil nämlich die Strahlenbüschel A und B projectiv auf eiuander 
bezogen werden, wenn man jedem Strahle von A den ihm con- 
jugirten Strahl von B zuweist, so ergiebt sich A{CDC'J)') ~^ 
BiDCD'C), und daraus nach Ö. 144 A(CDC'iy) — B{CDO'D'), 
wie im Satze links behauptet wird. 

170. Da ein Poldreieck von v* durch jeden Punkt der Ebene 
zu einem Polviereek ergänzt wird, so ergeben sieb aus dem vorher- 
gehenden Doppelsafcze sofort die folgenden Sätze: 



Wenn zwei Polvierseite von y* 
zwei gemeinschaftliehe Seiten 
haben, so berühren ihre sechs 
Seiten eine „Curve IL Classe" 
(d.h. sie gehören einem Strahlen- 
büschel II. Ordnung an), die 
auch in zwei Punkte zerfallen 



Wenn ein Poldreieck und ein 
Polviereck von 7^ einen gemein- 
schaf fliehen Eckpunkt besitzen, 
so liegen ihre sechs Eckpunkte 
auf einer Curve II. Ordnung. 



Wenn ein Poldreiseit und ein 
Polvierseit von 7* eine gemein- 
schaftliche Seite haben, so be- 
rühren' ihre sechs Seiten eine 
Curve 11. Classe. 



Hosted by 



Google 



222 



Aufgaben nnd Lehrsätze. 



Zwei beliebigen Poldreiecken eines Kegelschnittes 7^ kann allemal 
eine Curve II. Ordnung umschrieben und eine Cnrve II. Classe 
eingeschrieben werden (vergl. auch 8. 145). Diese Curven können 
aber auch in zwei Gerade resp. zwei Punkte zerfallen, 

171. Zwei Kegelschnitte 7^ und ff, die in derselben Ebene 
liegen, haben unendlich viele gemeinschaftliche Polvierecke und 
Polvierseite, Man kann zwei Seiten «, h eines solchen gemein- 
schaftlichen Polvierects willkürKch annehmen; die ihnen gegen- 
überliegenden Seiten a,, &, verbinden die beiden Pole von a resp. b 
I Bezug auf y^ nnd -y^ mit einander. 



Wenn zwei gemeinschaftliche 
Polvierseite von y* und 7^ eine 
Seite mit einander gemein haben, 
so berühren ihre sieben Seiten 
eine Curve II. Classe. 



Wenn zwei gemeinschaftliehe 
Polvierseite -i£C/)und^ß'6"I>' 
von 7' und 7^ einen Eckpunkt A 
mit einander gemein haben, so 
liegen ihre sieben Eckpunkte auf 
einer Curve II. Ordnung. 
Ist nämlich ABBT ein Polviereck von 7^ 'und ABB^Q ein 
solches von 7^, so haben die Curven II, Ordnung {ABCDB'P) 
und (ÄBCDB'Q) fünf gemeinschaftliche Punkte und fallen des- 
halb zusammen mit dem Kegelschnitt (ABB'PQ); ebenso aber 
fallen die Curven II. Ordnung {AB'C'D'BP) und (AB'C'D'BQ) 
mit (ABB'PQ) zusammen. 

172. In Bezug auf drei beliebig gegebene Kegelschnitte 7^, 
Ti' YI ^^J" Ebene hat eine Gerade a drei Pole, die im Allgemeinen 
nicht in einer Geraden liegen. Beschreibt a einen Strahlenbüschel 
U, so beschreiben diese Pole drei zu ?7nnd deshalb auch zu einander 
projective Punktreihen m, w,, u^; und von den Strahlen, welche 
die homologen Punkte von u und m, verbinden, gehen im All- 
gemeinen höchstens drei, mindestens aber einer durch die ent- 
sprechenden Punkte von u^ (Seite 129) und sind je einem Strahle 
von ü in Bezug auf die drei Kegelschnitte 7^ 7f, 7^ eonjugirl. 
Daraus ergiebt sieh die eine Hälfte des F 

Es giebt in der Ebene unend- 
lich viele Paare von Strahlen, 
die in Bezug auf drei beliebig 
gegebene Kegelschnitte conju- 
girt sind. Diese Strahlenpaare 
umhüllen im Allgemeinen eine 
Curve III. Classe, und je zwei 
von ihnen bilden zwei paar 



Es giebt in der Ebene un- 
endlich viele Paare von Punk- 
ten, die in Bezug auf drei be- 
liebig gegebene Kegelschnitte 
conjugirt sind. Der Ort dieser 
Punktenpaare ist im Allgemeinen 
eine Curve III. Ordnung, und je 
zwei von ihnen bilden zwei paar 
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Gegenseiten eines gemeinsctaft- 
lichen Polyierecks der drei Kegel- 
schnitte (Nr. 166). Drei Tan- 
genten, welche von irgend einem 
Punkte Fan die Curve III, Classe 
gehen, bilden mit den ihnen con- 
jugirten Tangenten die drei paar 
Gegenseiten eines gemeinschaft- 
liehen Polvierecks der drei Kegel- 
schnitte. 



Gegenpunkte eines gemeinschaft- 
liehen Polvierseits der drei Kegel- 
schnitte. Drei Punkte in wel- 
chen irgend n ( d die 
Carve III. 1 ng In idet, 
bilden mit den 1 n n uj girten 
Curvenpnnkt n d d paar 
Gegenpunkte n g m n haft- 
lichen Pol vi erseits der drei Kegel- 
schnitte. 



Lineare Systeme nnd Gewebe von Eegelschnittea. 

173. Wenn einem Polviereck eines Kegelschnittes Y* ein Kegel- 
schnitt k^ umschrieben ist, so stehen die beiden Curven 7^ und i* 
in folgenden merkwürdigen Beziehungen zu einander: 



Drei beliebige Punkte von 
h^ bestimmen ein Polviereck von 
Y^ (Nr. 167), dessen vierter Eck- 
punkt gleichfalls auf k^ liegt. 

b. Bringt man h* zum Durch- 
schnitt mit zwei Geraden, die in 
Bezug auf Y^ conjugirt sind, so 
erhält man die vier Eckpunkte 
eines Polvierecks von 7*. 

c. Der Cntve k^ können dem- 
nach unendlich viele Polvierecke, 
im Allgemeinen aber auch un- 
endlich viele reelle Poldreiecke 
von Y^ eingeschrieben werden; 
jeder von Y^ eingeschlossene 
Punkt der Curve /c^ ist Eckpunkt 
von einem dieser Poldreiecke. 

d. Die Polare eines Punktes 
von Ä;* bezüglich der Y* schneidet 
die eine oder auch jede der bei- 
den Cnrven in zwei reellen Punk- 
ten, welche in Bezug auf die 
andere Curve conjugirt sind. 



Drei beliebige Tangenten 
von Y^ bestimmen ein Polvier- 
seit von k^, dessen vierte Seite 
gleichfalls Tangente von y^ ist. 

b^. Zieht man an 7^ Tangen- 
ten aus zwei Punkten, die in 
Bezug auf k^ conjugirt sind, so 
erhält man die vier Seiten eines 
Polvierseits von &^. 

c^. Der Curve Y^ können dem- 
nach anendlich viele Polvierseite, 
im Allgemeinen aber auch un- 
endlich viele reelle Poldreiseite 
von h^ umschrieben werden; jede 
von k^ ausgeschlossene Tangente 
der Y^ gehört zu einem dieser 
Poldreiseite. 

d,. Aus dem Pole einer Tan- 
gente von Y^ bezüglich der k^ 
gehen an die eine oder auch an 
jede der beiden Curven zwei reelle 
Tangenten, welche in Bezug auf 
die andere Curve conjugirt sind. 
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ej. Zwei Punkte von Ä:*, deren 
Taagenten coujugirt sind in Be- 
zog auf y*, liegen allemal auf 
einer Tangente Ton 7*. 



e. Zwei Tangenten von y^, 
deren Berührungspunkte conju- 
girt sind in Bezug auf k^, schnei- 
den sich allemal in einem 
Punkte von h^, 

f. und fj. Die Curve k" liegt entweder ganz e 
oder theils ausserhalb, theils innerhalb; keine der beiden Curven 
schliesst die andere ein, 

174. Zum Beweise dieser Sätze diene Folgendes. Zwei Eck- 
punkte des Polvierecks von 7^, welchem der Kegelschnitt k^ um- 
sehrieben ist, bestimmen mit einem beliebigen dritten Punkte A 
von k^ ein zweites, der k^ eingeschriebenes Polviereek von y^ 
(Nr. 167 und 169), aus diesem zweiten aber kann ebenso ein drittes 
abgeleitet werden, von welchem zwei Eckpunkte A, B beliebig auf 
k^ angenommen sind, und dieses dritte führt zu einem vierten, der 
k^ eingeschriebenen Polviereck von 7^, welches drei beliebige Punkte 
A, B, C von k^ an Eckpunkten hat. Damit ist der Satz a. be- 
wiesen, woraus b. ohne Weiteres folgt, — Sei a die Polare von A 
in Bezug auf y^, und möge dieselbe mit y* keinen reellen Punkt 
gemein haben, also A innerhalb 7^ liegen; dann schneidet a die 
Gegenseiten der Polvierecke von y\ welche A zum Eckpunkt 
haben, in Paaren von Punkten, die hinsichtlich 7^ conjugirt sind 
(Nr, 166), und die so entstehende Involution a ist elliptisch nnd 
hat keine reellen Doppelpunkte. Die Kegelschnitte, welche einem be- 
liebigen jener Polvierecke umschrieben werden können, müssen des- 
halb die Gerade a in je zwei reellen, conjugirten Punkten schnei- 
den, welche mit A ein reelles Poldreieck von 7* bilden; denn 
diese Kegelschnitte folgen stetig auf einauder, unendlich viele von 
ihnen haben mit der Involution a zwei reelle, einander zugeordnete 
Punkte gemein (S. 150), und unmöglich kann einer derselben mit 
a zwei imaginäre Punkte gemein haben, weil sonst zwischen ihm 
und den eben genannten ein anderer liegen würde, welcher a in 
einem reellen Doppelpunkte berührte. Damit sind die Sätze c. 
und f. bewiesen, woraus d, und e, sieb leicht ergeben, 

175. Die Sätze a^. bis f^. der Nr. 173 können auf dieselbe 
Art wie a. bis f. bewiesen werden, sobald gezeigt ist, dass dem 
Kegelschnitt 7* irgend ein Polvierseit von k^ umschrieben werden 
kann. Um diesen Nachweis zu liefern, nehmen wir auf h^ drei 
Punkte P, Q, B an, deren Verbindungslinien ausserhalb 7^ liegen, 
was (Nr. 173 f.) allemal möglich ist. Dieselben bestimmen ein 
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der h^ eingeschriebenes PolTiereek PQBS von 7*, dessen Gegen- 
seiten sieh in drei ausserhalb 7^ liegenden Punkten U, V, TF" sehnei- 
den; diese drei Punkte sind paarweise eonjugirt in Bezug auf fr^, 
und zwei von ihnen, U und V, liegen ausserhalb k^. Zieht man 
nun von U und V Tangentenpaare an 7^, so trennen dieselben 
je zwei Gegenseiten des Polvierecks PQES harmonisch (Seite 100); 
diese vier Tangenten bilden folglich ein Vierseit, dessen Gegen- 
punkte paarweise durch jedes paar Gegenseiten des Vierecks PQBS 
hannonisch getrennt sind, und'da einer der sechs Eekpankte des 
Vierseita, wie man leicht einsieht, von k^ eingeschlossen ist, so 
ist derselbe auch durch k^ von seinem Gegenpunkte harmonisch 
getrennt {Seite 149). Von den Eckpunkten des Vierseits sind also 
zwei ihren Gegenpunkten eonjugirt hinsichtlich k\ dieses der 7^ 
uniscliriebene Vierseit ist folglich ein Polvierseit von k^; w. z. b. w. 

176. Von zwei Kegelschnitten k^ und 7^, von welchen der 
eine k^ einem Polviereck des anderen 7* umschrieben oder dieser 
einem Polvierseit von jenem eingeschrieben ist, sage ich*): „Die 
Curve IL Ordnung k^ stützt oder trägt die Curve II. Classe 7^ 
und umgekehrt 7^ stützt sieh oder ruht auf ft^" Wenn k^ in 
zwei Strahlen oder 7* in zwei Punkte zerfällt, so sage ich dem- 

Ein Sfcrahlenpaar stützt die 1 Ein Punktenpaar ruht auf dei- 
Curve II. Classe 7^ wenn seine Curve IL Ordnung k^, wenn 
Strahlön in Bezug auf 7^ con- 1 seine Punkte in Bezug auf k^ 
jugirt sind- | eonjugirt sind. 

Und weil eine Gerade nur dann in Bezug auf 7* sich selbst con- 
jngirt ist, wenn sie 7^ berührt, so setze ich hinzu: 

Eine zweifache Gerade stützt 1 Ein zweifacher Punkt ruht 
die Curve II. Classe 7^, wenn auf der Curve IL Ordnung k^, 
sie 7* berührt. | wenn er auf k^ liegt. 

177. Alle Kegelschnitte, welche eine gegebene Curve IL Classe 7^ 
stützen und durch drei willkürlich angenommene Punkte gehen, 
sind dem, durch diese Punkte bestimmten Polviereck von 7^ um- 
schrieben (Nr. 173a); durch einen beliebig angenommenen vierten 
Punkt der Ebene geht demnach nur einer derselben. Also: 

Die Kegelschnitte k^, welche j Die Kegelschnitte 7^, welche 
eine gegebene Curve IL Classe 7* j auf einer gegebenen Curve 

*) Vei^l. meine analytisoH-geometrisolien Arbeiten in CreÜe-Borctardt's 
Jonmal für die r. n. a. Mathematik, Bd. 82. 

Beyo, Oeometrie der Lage, L S. Anfl. 15 
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stützen, bilden eine Mannigfal- 
tigkeit von vier Dimensionen, 
welche wir ein „lineares Kegel- 
schnitt- System vierter Stnfe" 
nennen wollen. Einem beliebigen 
Viereck kann im Allgemeinen 
nur ein Kegelschnitt dieses Sy- 
stemes umschrieben werden; 
denn das Viereck ist ein Pol- 
viereck von y^, und alle ihm 
umschriebenen Kegelschnitte ge- 
h,ören zu dem Systeme, wenn 
irgend zwei derselben die Curve 
1^ stützen. 



178. Von den Kegelschnitten, welche zwei 
n, Classe Y^ und 7J stützen, geht durch drei 
A, B, der Ebene im Allgemeinen ein 1 
hält auch die beiden Punkte, welche mit Ä, B und C ein Pol- 
viereck von y^ und eines von 7? bilden. Ueberhanpt können wir 



U. Ordnung k^ ruhen, bilden 
eine Mannigfaltigkeit von vier 
Dimensionen, welche wir ein 
„lineares Kegelschnitt -Gewebe 
■vierter Stufe" nennen wollen. 
Einem behebigen Vierseit kann 
im Allgemeinen nur ein Kegel- 
schnitt dieses Gewebes einge- 
schrieben werden; denn das 
Vierseit ist ein Polvierseit von 
k^ und alle ihm eingeschriebe- 
nen Kegelschnitte gehören zu 
dem Gewebe, wenn irgend zwei 
derselben auf der Curve k^ 

)ene Curven 

beliebige Punkte 

derselbe ent^ 



Alle Kegelschnitte k^, welche 
zwei, drei oder vier beliebig in 
der Ebene angenommene Curven 
II. Classe stützen, bilden eine 
drei-, zwei-, resp. einfach unend- 
liche Mannigfaltigkeit, welche 
wir ein „lineares Kegelschnitt- 
System dritter, zweiter, resp. 
erster Stufe" nennen wollen. 



Alle Kegelschnitte y^, welche 
auf zwei, drei oder vier beliebig 
in der Ebene angenommene Cur- 
ven II. Ordnung zugleich sieh 
stützen, bilden eine drei-, zwei-, 
resp. einfach unendliche Mannig- 
■faltigkeit, welche wir ein „linea- 
res Kegelschnitt-Gewebe dritter, 
zweiter, resp. erster Stnfe" nen- 
nen wollen. 
Bei besonderer gegenseitiger Lage der gegebenen Curven können 
diese Sätze Ausnahmen erleiden, die sich weiter unten von selbst 
ergeben. Die Stufenzahl giebt nicht blos an, wie viele Dimensionen 
ein Kegelschnitt- System oder -Gewebe hat, sondern sie ist, wie wir 
sehen werdeji (Nr, 189 und 195), zugleich die Zahl der Punkte 
resp. Tangenten, durch welche einer von seinen Kegelschnitten 
festgelegt ist. 

179. Die linearen Kegelschnitt-Systeme erster und zweiter 
Stufe werden gewöhnlieh ,, Kegelschnitt-Büschel" resp. „Kegel- 
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schnitt-Netze" genannt; ebenso führen die reciproben Gebilde auch 
die Namen „Sebaar" resp. „ Schaarschaar von Kegelschiaitten ", 
Allerdings pflegt man sonst den Kegelschnittbüschel und die Kegel- 
schnittschaar zu definiren als die Gesammtheit aller Kegelschnitte, 
die einem Viereck umschrieben resp. einem Vieraeit eingeschrieben 
werden können; aber diese Definitionen sind in den obigen ent^ 
halten, wie der folgende Satz lehrt: 



Wenn zwei Kegelschnitte eines 
linearen Kegelschnitt- Systeraes 
einem Viereck umsehrieben sind, 
so ist dieses ein gemeinscliaft^ 
Hehes Polviereck aller Curven 
IL Classe, die auf das System 
sich stützen (Nr. 177), und dem 
Systeme gehören folglieh alle 
dem Viereck umschriebenen 
Kegelschnitte an. 



Wenn zwei Kegelschnitte eines 
linearen "Kegelschnitt-Gewebes 
einem Vierseit eingeschrieben 
sind, so ist dieses ein gemein- 
schaftliches Pol vierseit aller 
Curven II. Ordnung, welche das 
Gewebe stützen (Nr. 177), und 
dem Gewebe gehören folglich 
alle dem Vierseit eingeschrie- 
benen Kegelschnitte i 



180. Die Theorie des linearen Kegelschnitt-Systemes vierter 
Stufe ist nicht wesentlich verschieden von der Polarentheorie der 
Curve II. Classe y^, welche auf allen seinen Kegelschnitten ruht. 
Wir heben deshalb nur hervor, dass das System ein specielles ist, 
wenn 7^ sich auf zwei Punkte P, Q oder auch auf einen zwei- 
fachen Punkt P reducirt. Also: 



Alle Kegelschnitte der Ebene, 
welche dnreh einen gegebenen 
Punkt F gehen oder in Bezug 
auf welche zwei Punkte P, Q 
corjugirt sind, bilden ein spe- 
cielles lineares Kegelschnitt- 
System vierter Stufe. 



Alle Kegelschnitte der Ebene, 
welche eine gegebene Gerade 
berühren oder in Bezug auf 
welche zwei Gerade conjugirt 
sind, bilden ein specielles hnea- 
res Kegelschnitt- Gewebe vierter 
Stufe. 



Z. B. alle Parabeln der Ebene bilden ein specielles Kegelschnitt- 
Gewebe und alte gleichseitigen Hyperbeln bilden ein specielles 
Kegelschnitt-System vierter Stufe. Auf welche beiden imaginären 
Punkte reducirt sich die Curve H. Classe y^, welche auf den gleich- 
seitigen Hyperbeln ruht? Die Kegelschnitte der Ebene, von wel- 
chen eine Ase gegebene Richtung bat, bilden ein specielles System 
vierter Stufe, welchem auch alle Kreise der Ebene angehören; 
jedem Vierecke, welches zwei dieser Kegelschnitte mit einander 
gemein haben, kann ein Kreis umschrieben werden. 
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181. Sind von einem Polviereck einer Curve II. Classe f^ zwei 
Eckpunkte Ä, B gegeben, sowie die za AB conjugirte Seite m, in 
welcher die anderen beiden Eckpunkte C, B liegen, so bilden 
die letzteren ein P*ar zugeordneter Punkte einer Involution w. 
Man erhält diese Involution, wenn man jedem Strahle A C oder Ä D 
von A den ihm eonjugirten Strahl BB resp. BC von B zuweist, 
und sodann die Strahlenbüschel A und B, welche dadurch pro- 
jectiv auf einander bezogen sind, mit u zum Durchschnitt bringt. 
Will man nun ein gemeinschaftliches Polviereck von zwei Curven 
II. Classe Y^ und jl construiren, welches die Punkte A, B zu Eck- 
punkten hat, so musa man die'j,Gerade u, vrelche die anderen bei- 
den Eckpunkte C und D enthält, durch die beiden Pole von AB 
in Bezug auf y^ und -fj legen; die Punkte C und B aber sind 
einander zugeordnet in zwei auf w liegenden Involutionen, und 
deshalb völlig bestimmt (Seite 174), wenn die Punktreihen nicht 
ausnahmsweise identisch sind. Die beiden Doppelpunkte von jeder 
dieser Involutionen sind conjugirt in Bezug auf alle Kegelschnitte, 
welche dem Polviereck ABCB umschrieben sind; und zwar geht, 
wie wir früher (Seite 179) bewiesen haben, auch dann durch einen 
beliebigen Punkt P allemal einer dieser Kegelschnitte, wenn C 
md D imaginär werden. Daraus schliessen wir (vergl. Nr; 178); 



182. Alle Kegelschnitte, welche 
zwei Curven II, Classe y^ und 
y5 stützen und durch zwei reelle 
Punkte gehen, sind einem ge- 
meinschaftlichen Pol Viereck von 
Y^ und yl umschrieben, dessen 
übrigen beiden Eckpunkte aber 
auch conjugirt - imaginär sein 
können. 

Wir dürfen (Seite 170) dieses Polviereck als gegeben be- 
trachten, wenn ausser seinen beiden reellen Punkten A und B 
irgend ein ihm umschriebener Kegelschnitt bekannt ist, sowie die 
Gerade m, auf welcher die anderen beiden Eckpunkte liegen. Sind 



Alle Kegelschnitte, welche auf 
zwei Curven II. Ordnung k" und 
k\ ruhen und zwei reelle Gerade 
berühren, sind einem gemein- 
schaftlichen Polviereck von k^ 
und Äj eingeschrieben, dessen 
übrigen beiden Seiten aber auch 
conjugirt-imaginär sein können. 



*) Vergl. Schröter, Die Theorie der Kegelschnitte, II. Aufl., S. 224—403 
(Leipzig 1876). 
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zwei ihm uniscliriebene Kegelsclinitt« gegeben, so projiciren wir 
alle Punkte des einen aus A sowohl wie aus B auf den anderen; 
wir erhalten dann in diesem letzteren zwei projective Punktreihen, 
welche die übrigen beiden Eckpunkte C, D des Polviereeks ent- 
sprechend gemein haben, und die Gerade u oder CD ergiebt sich, 
auch wenn C und Z) imaginär sind, durch eine bekannte Con- 
stmction (Seite 166). Das Polviereek ist also auch durch zwei 
ihm umschriebene Kegelschnitte völlig bestimmt; alle ihm um- 
sehriebeueo Kegelschnitte stützen sowohl 7^ wie y'. 

183. Auf Grund dieser Bemerkungen und der Sätze von Nr, 179 
können wir nun folgenden wichtigen Satz beweisen, welcher die 
Kegelschnitt -Systeme und -Gewebe dritter Stufe mit denjenigen 
erster Stufe auf das Innigste verknüpft*): 



[it einem linearen Kegel- 
schnitt Systeme dritter Stufe 
ist allemal eine Kegel- 
schnittschaar derartig ver- 
bunden, dass jede Curve 
der Schaar auf jeder Curve 
des Systemes ruht. 



Mit einem linearen Kegel- 
schnitt ge webe dritter Stufe 
ist allemal einKegelschnitt- 
büschel derartig verbun- 
den, dass jede Curve des 
Büschels alle Curven des 
Gewebes stützt. 



i -y* und yf die beiden Curven II. Classe, welche auf 
allen Kegelschnitten des linearen Systemes dritter Stufe ruhen 
und dasselbe bestimmen (Nr. 178). Wir wählen in dem Systeme 
vier Kegelschnitte k, l, m, n so, dass k, l und m durch einen be- 
liebig gegebenen reellen Punkt P gehen und sich paarweise in 
drei verschiedenen gemeinschaftlichen Polvierecken (kl), (km), (Im) 
von Y^ und fl schneiden; der vierte Kegelschnitt n gehe nicht 
durch P, werde aber von k in einem gemeinschaftliehen Polviereck 
(kn) von Y^ und 7? geschnitten, welches zwei oder vier reelle Eck- 
punkte hat. Wir bezeichnen endlich mit h^ irgend einen von 
Y^ und 7J verschiedenen Kegelschnitt der Schaar, welche auf k, l, 
m, n sich stützt (Nr. 178 und 179). Wir beweisen dann den Satz 
links, indem wir darthnö, dass auf jedem Kegelschnitte des linearen 
Systemes dritter Stufe, z. B. auf demjenigen, welcher durch irgend 
drei reelle Punkte A, B, C geht (Nr. 178), allemal ausser 7^ und y? 
auch die Curve S^ ruht. 



*) Derselbe rührt von Herrn H. J. Stephen Smith her; vergl. die 
Abhandlung des Herrn Eoaanes .lUeher Systeme von Kegelschnitten" iu 
den Mathem. Ännalen, Ed. 6, S. 264. 
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184. Die Vierecke (kt), (km), (Im) und (kn) aind Polvierecke 
auch von S*, weil 8* auf jeden der vier Kegelschnitte k, l, m, n 
sich stützt; S^ ruht folglich auch auf denjeuigen vier Kegel- 
schnitten, welche jenen vier Polviereeken umschrieben sind und 
durch den beUebigen Punkt A gehen. Drei von diesen neuen 
Kegelschnitten sind dem durch P und A bestimmten gemeinschaft- 
lichen Polviereek von y^ und jl umschiiebeu (Nr, 182); der vierte 
geht nicht durch P, wenn, wie wir annehmen dürfen, A nicht 
auf k liegt, er schneidet also die drei ersteren in drei verschie- 
denen gemeinschaftlichen Polvierecken von Y^ Yi und 5^. unter 
den vier Kegelschnitten, welche durch den Punkt B gehen uud 
diesen drei Polvierecken sowie dem durch P und A bestimmten 
Polviereck von 7*, y, and S^ umschrieben sind, giebt es deshalb 
mindestens zwei verschiedene, die Curven 7^, y? und 5* stützende; 
sie schneiden sieh in dem gemeinschaftlichen Polviereck von y^ 
und yf, von welchem A und B zwei reelle Eckpunkte sind und 
welches also auch von S^ ein, Polviereck ist; und der durch den 
Punkt C gehende, diesem letzten Polviereck umschriebene Kegel- 
schnitt stützt folglich auch die Curve 8*. Damit ist der Satz 
(Nr. 183, links) bewiesen, 

185. Zwei Curven II, Classe Zwei Cnrven II. Ordnung k* 

Y* und Yi der Ebene bestimmen und k^ der Ebeiie bestimmen 
also nicht blos ein lineares Kegel- nicht blos ein lineares Kegel- 
schnitt-System dritterStufe, son- schnitt-Gewebe dritterStufe, son- 
dern auch eine, sie enthaltende dern auch einen, sie enthalten- 
Kegelschnittschaar, deren Cur- den Kegelschnittbüschel, auf 
ven auf allen Curven des Sy- dessen Curven alle Curven des 
stemes ruhen. Gewebes sich stützen. 

Das System enthalt unendlich viele Kegelschnitte, welche in Strahlen- 
paare zerfallen; eine beliebige Gerade s der Ebene bildet mit der- 
jenigen Geraden s', welche die Pole von s in Bezug auf y^ und yj 
verbindet, ein solches Strahlenpaar s, s. Dasselbe stützt alle 
Curven der Kegelschnittschaar, uud seine Strahlen sind in Bezug 
auf jede dieser Curven coujugirt (Nr. 176). Daraus folgt: 

Die Pole einer Geraden s in - - 
Bezug auf alle Curven der Kegel- 
schnittschaar liegen auf einer Ge- 
raden s; dieselbe bildet mit s ein 
Strahlenpaar des zugehörigenKe- 
)s dritterStufe. 



Die Polaren eines Punktes S in 
Bezug anfalle Curven des Kegel- 
sehnittbüschels gehen durch einen 
Punkts'; derselbe bildet uäiS ein 
Punktenpaar des zugehörigen Ke- 
gelschnitt-Gewebes dritter Stufe. 



Hosted by 



Google 



Um 



e Kegel acbnitt-S 



e und -Gewebe dritter und erster Stufe. 231 



! liegen auch die Mittelpunkte aller Kegelschnitte der 
Sehaar auf einer Geraden, 

186. Ist s eioe gemeinschaftliche Tangente von 7^ nnd il, 
m fällt sie mit s' zusammen, ist also eine zweifache Gerade des 
Systemes und sich selbst conjagirt in Bezug auf alle Cnrven der 
Seh aar. Also : 



Ein Punkt, durch welchen 
irgend zwei Kegelschnitte des 
Büschels gehen, ist gemeinschaft- 
licher Punkt von allen Curven 
des Büschels, und zweifacher 
Punkt des zugehörigen Kegel- 
schnittgewebes dritterStufe. Alle 
einem Viereck umschriebenen 
Kegelschnitte bilden einen Kegel- 
schnitthiisehel ; das zugehörige 
Gewebe dritter Stufe enthält alle 
Kegelschnitte, von welchen das 
Viereck ein Polviereck ist. 



Eine Gerade, welche irgend 
zwei Kegelschnitte der Sehaar 
berührt, ist gemeinschaftliche 
Tangente von allen Curveu der 
Schaar, und zweifache Gerade 
des zugehörigen Kegels chnitt- 
Systemes dritter Stufe. Alle 
einem Vierseit eingeschriebenen 
Kegelschnitte bilden eine Kegel- 
schnittschaar ; das zugehörige 
System dritter Stufe enthält alle 
Kegelschnitte, von welchen das 
Vierseit ein Pol vi er seit ist 
(Nr. 179). 

187. Wenn um einen Punkt Ä eine Gerade s sich dreht, so 
besehreiben ihre Pole in Bezug auf y ' und yj zwei zu dem Büschel Ä 
projeetive Punktreihen a und a^, und die Verbindungslinie s' dieser 
Pole beschreibt im Allgemeinen einen Büschel II, Ordnung. Der- 
selbe enthält alle Strahlen, welche bezüglich der Kegelschnittschaar 
den Strahlen von Ä conjugirt sind (Nr. 185); er enthält auch die 
Polaren a, %,'. , . von A bezüglich 7^, yj und jeder anderen Curve 
der Schaar, Diese Polaren nun kann man construiren, indem mau 
von irgend zwei Strahlen g und h von A die Pole bezüglich jeder 
Curve der Schaar bestimmt und diese beiden Pole verbindet. Und 
da die Verbindungslinien, wie soeben gezeigt wurde, einem Büschel 
II, Ordnung angeboren, so ergiebt sich (vgl. Nr. 185): 



Die Pole von zwei behebigen 
Geraden^, h bezüglieb der Cur- 
ven einer Kegelschnittschaar sind 
homologe Punkte von zwei pro- 
jectiven Punktreihen I. Ordnung 
ffi, h^, und die Polaren eines 
Punktes A liegen im Allgemei- 
nen in einem Büschel II, Ord- 



Die Polaren von zwei belie- 
bigen Punkten bezüglich der 
Curven eines Kegelschniitbü- 
schels sind homologe Strahlen 
von zwei projectiven Strablen- 
büscheln I. Ordnung, und diePole 
einer Geraden a liegen im All- 
gemeinen auf einer Curve II. Ord- 
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nuiig, dessen Strahlen denjenigen 1 nung, deren Punkte denjenigen 
von Ä conjugirt sind hezüglicli von a conjugirt sind bezüglieli 
der Kegelsehnittscbaar, | dea Kegelschnittbüschels. 

Auch die Mittelpunkte der Curven eines Kegelsohnittbüschela liegen 
demna^li im Allgemeinen auf einer Curve II. Ordnung. Insbe- 
sondere liegen die Halhimngspunkte der sechs Seiten, eines Vier- 
ecks mit den Schnittpunkten seiner drei paar Gegenseiten auf 
einem Kegelschnitte. 

Auf Grund dieser Sätze können wir die Definition aufstellen : 



Vier Kegelschnitte einer Schaar 
lieissen „harmonisch", -wenn die 
Pole einer jeden Geraden be- 
züglich derselben vier harmoni- 
sche Punkte sind. 



Vier Kegelschnitte eines Bü- 
schels heissen „harmonisch", 
wenn die Polaren eines jeden 
Punktes bezüglich derselben vier 
harmonische Strahlen sind. 



Dadurch wirJ es möglich, die Schaaren und Büschel von Kegel- 
schnitten anf einander und auf die Elementargebilde projeetiv zu 



188. Durch einen Punkt Ä g< 
welche in Bezug auf die Kegelschi 
Daraus ergiebt sieh: 

Die Tangeutenpaare , welehe 
aus einem beliebigen Punkte A 
an die Curven einer Kegelschnitt- 
sehaar gezogen werden können, 
sind die Strahlenpaave einer In- 
volution. Die beiden Doppel- 
strahlen dieser Involution sind 
conjugirt bezüglich der Kegel- 
schnitts chaar, und berühren in 
Ä je eine Curve derselben. 

189. Die Kegelschnittßchaar ist bestimmt durch vier beliebige 
Kegelschnitte des linearen Systemes dritter Stufe, auf welchem 
sie ruht (Nr. 178, 183), insbesondere auch durch vier Strahlen- 
paare desselben. Wählt man diese Strahlenpaare so, dass ihre 
vier Schnittpunkte auf einer beliebigen Geraden l liegen, so ergiebt 
sich sofort, dass l von einer einzigen Curve der Schaar berührt 
wird; diese Curve muss nämlich auch die vier Geraden berühren, 
welehe von l durch die vier Strahlenpaare harmonisch getrennt 
sind (Nr. 176). Sind zwei Curven y^ yj der Schaar gegeben, so 
kann man au diese dritte Curve leicht aus jedem Punkte A 



len im Allgemeinen zwei Strahlen, 
;ttschaar conjugirt sind (Nr. 187). 

Die Punktenpaare, in welchen 
eine beliebige Gerade a die Cur- 
ven eines Kegelschnittbüscbels 
schneidet, sind Punttenpaare 
einer luvolution. Die beiden 
Doppelpunkte dieser Involution 
sind conjugirt bezüglich des 
Kegelschnittbüschels, und in 
ihnen berührt a zwei Curven 
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von l eine zweite Tangente zielien auf Grnnd des letzten Satzes 
(Nr. 188). Also: 



Eine beliebige Gerade der 
Ebene wird von nur einer Curve 
der Kegelseh nittschaar berührt; 
durch einen beliebigen Punkt 
aber können (Nr. 1 88) zwei dieser 
Cnrven gehen. 



Durch einen beliebigen Punkt 
der Ebene geht nur eine Curve 
des Kegelschnittbüschels; eine 
beliebige Gerade aher kann von 
zwei dieser Cnrven berührt 
werden. 



Die Kegel schnittschaar enthält demnach eine Parabel, wenn nicht 
alle ihre Curven Parabeln sind; der Kegelschnittbüschel kann zwei 
Parabeln enthalten. 

190. Eine Gerade m, deren Pole in Bezug auf y^ und 7? sich 
in einem Punkte U vereinigen (Nr. 65), bildet mit jedem Strahle 
von U ein Strahlenpaar des Kegelschnitt- Systemes dritter Stufe 
und ist die Polare von U bezüglich aller Curven der Kegelschnitt- 
schaar (vgl. Nr. 185). Daraus folgt mit Rücksicht auf Nr. 157: 
„Die Curven einer Schaar (oder eines Büschels) von Kegel- 
„ schnitten haben im Allgemeinen ein gemeinschaftliches Pol- 
„dreieck." 
Dasselbe ist reell und leicht zn constniireu, wenn irgend zwei 
von den Kegelschnitten vier reelle Punkte oder Tangenten mit 
einander gemein haben (Seite 98); es hat in jedem Falle min- 
destens eine reelle Seite u und einen reellen Eckpunkt V. Wenn 
die Kegelschnitte y^ und y' sich nicht berühren, so liegt U nicht 
auf seiner Polare u; und wenn ausserdem das gemeinschaftliche 
Poldreieck JJVW von y^ und y\ imaginär ist, so sind die beiden 
Punkte V und W von m, welche conjugirt sind hinsichtlich bei- 
der Kegelschnitte, imaginär. Die Punktenpaare, welche y^ nnd y\ 
mit M gemein haben, müssen also in diesem Falle beide reell sein 
und sich gegenseitig trennen (Seite 174), und jeder der Kegel- 
schnitte 7* und y\ schliesst folglich einen Theil des anderen ein. 
Daraus und aus dem Vorhergehenden ergiebt sich leicht: 

„ Wenn das gemeinschaftliche Poldreieck einer Schaar oder eines 
„Büschels von Kegelschnitten imaginär ist, so haben die Kegel- 
„ schnitte paarweise zwei, und nur zwei reelle Punkte, sowie zwei 
,, reelle Tangenten mit einander gemein. Diese beiden Tangenten 
„schneiden sich auf der reellen Seite u des Poldreiecks, und 
,,jeue beiden Punkte liegen mit dem reellen Eckpunkte TJ des- 
,, selben in einer Geraden"; 
denn sonst würde der Punkt, in welchem die Verbindungslinie der 
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beiden Punkte vou u geachnittea wird, bezüglich beider Kegel- 
schnitte dem Punkte U, sowie einem Punkte der Verbindungslinie 
conjugirt, und ein zweiter reeller Eckpunkt des gern eiu schaftlichen 
Poldreiecks sein, and d^ Poldreieck wäre ein reelles. 

191. Dreht sieb eine Gerade s um einen Punkt P der Ge- 
raden u, so beschreiben ihre beiden Pole iu Bezug auf y* und yj 
zwei projective Punktreihen, welche den Punkt U entsprechend 
gemein haben, und die Verbindungslinie dieser beiden Pole dreht 
sich folglich um einen Punkt P'; und da die beiden Pole von 
PU in u liegen, so ist auch P' ein Paukt tou m. Legen wir nun 
durch P irgend einen Kegelschnitt k^, welcher die beiden Kegel- 
schnitte y^ und Y? stützt, so mass derselbe auch durch P' gehen; 
denn zwei beliebige conjugirte Strahlen von P und P' schneiden 
denselben in einem gemeinschaftlichen Polviereck von f^ und Yi 
{Nr. 173 b), and da wenigstens zwei von u verschiedene Seiten 
dieses Polvierecks durch P gehen, so müssen die ihnen conjugirten 
Gegenseiten (also auch Ic^) durch P' gehen. Da nun u von einem 
Kegels ehnittbüschel, welcher einem beliebigen Polviereck der Kegel- 
schnitte Y^ und Y? umschrieben ist, in einer Involution geschnitten 
wird, 80 ergiebt sich: 



Jede reelle Seite u des gemein- 
schaftliehen Poldreiecks der 
Kegelschnittschaar schneidet die 
Curveu und Strahleupaare des 
zugehörigen Kegelschnitt - Sj- 
stemes dritter Stufe in den 
Pnnktenpaaren P, P' einer In- 
volution. Die Doppelpunkte die- 
ser Involution w bilden ein 
Punktenpaar der Kegelschnitt- 
schaar, weil sie bezüglich aller 
Curven des Kegelsehnitt-Syste- 
mes conjugirt sind. 

192. Die Strahlenbüschel P und P' (Nr. 191) sind projectiv, 
wenn jedem Strahle des einen der ihm hinsichtlich y^ und Yi 
conjugirte Strahl des anderen zugewiesen wird; sie erzeugen eine 
Carve II. Ordnung, welche in P und P' von Pt/ und PU berührt 
wird. Ist das gemeinschaftliehe Poldreieck reell, so geht diese 
Curve durch die Doppelpunkte der beiden Involutionen v und w, 
welche in den anderen beiden Seiten des Poldreiecks sich ergeben; 



Aus jedem reellen Eckpunkte 
U des gemeinschaftlichen Pol- 
dreieeks des Kegelschnittbü- 
sehels gehen an die Curven und 
Punktenpaare des zugehörigen 
Kegelschnitt-Gewebes Strahlen- 
paare einer Involution. Die 
Doppel strahlen dieser Involution 
U bilden ein Strahleupaar des 
Kegel schnittbüschela , weil sie 
bezüglich aller Curven des Kegel- 
schnitt-Gewebes conjugirt sind. 
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und wenn die Doppelpunkte der Involution u imaginär, also P 
und P' durch v und w getrennt sind, so bat eine der Involutionen 
V und w mit der Curve II. Ordnung zwei reelle, die andere da- 
gegen zwei imaginäre Doppelpunkte gemein. Die Strahlen eines 
reellen Doppelpunktes von m, v oder w sind involntorisch ge- 
paart, sodass je zwei zugeordnete Strahlen von in Bezug auf 
die beiden Kegelschnitte Y* und YJ conjugirt sind; und ist der 
Schnittpunkt von zwei gemeinschaftlichen (reellen oder imaginären) 
Tangenten dieser Kegelschnitte, nämlich der beiden Doppelstrahlen 
der Involution 0. — Ist das gemeinsehal^liche Poldreieek von 7^ 
und Yi imaginär, so schneiden sich auf seiner reellen Seite u zwei 
reelle gemeinschaftliche Tangenten von y^ und ^f^ in einem Punkte 
(Nr. 190), woraus folgt, dass die Involution u in diesem Falle 
zwei reelle Doppelpunkte besitzt. Aus dem Allen ergiebt sich: 



Der Kegelsehnittbüschel < 
hält mindestens ein reelles Strah- 
lenpaar und im Allgemeinen 
höchstens drei solche; seine drei 
Strahlenpaare schneiden sich 
(auch wenn zwei derselben ima- 
ginär sind) in den drei Eck- 
punkten des Poldreiecks des 
Büschels, und bilden die drei 
paar Gegenseiten eines reellen 
oder imaginären Vierecks, wel- 
chem der Kegelschnittbäscbel 
umschrieben ist. 
193. Ausser verschiedenen Uebergangs arten , deren Gurren 
sich in einem Paukte berühren oder oscnliren, unterscheiden vrir: 



Die Kegel schnittschaar enthält 
mindestens ein reelles Punkten- 
paar und im Allgemeinen höch- 
stens drei solche; ihre drei 
Punktenpaare liegen (auch wenn 
zwei derselben imaginär sind) 
auf den drei Seiten des Pol- 
dreiecks der Scbaar, und bilden 
die drei paar Gegenpunkte eines 
reellen oder imaginären Vier- 
seits, welchem die Kegelschnitt- 
schaar 



drei Hauptarten der Kegel- 
schnitf scbaar, jenachdem ihre 
Curven vier, oder zwei, oder 
keine reellen Tangenten mit- 
einander gemein haben. Nur 
die Kegelschnittßchaaren der 
zweiten Hauptart haben ein ima- 
ginäres Poldreieck (Nr. 190), 
und nur diejenigen von der 
ersten Hauptart enthalten drei 
reelle Punktenpaare. Zwei Kegel- 



drei Hauptarten des Kegel- 
schnittbüschels, jenachdem seine 
Curven vier, oder zwei, oder 
keine reellen Punkte mit ein- 
ander gemein haben. Nor die 
Kegelsehnittbüschel der zweiten 
Hauptart haben ein imaginäres 
Poldreieck, und nur diejenigen 
von der ersten Hauptart ent- 
halten drei reelle Strablenpaare. 
Zwei Kegelschnitte eines Büschels 
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schnitte einer Schaar erster oder 
dritter Art haben entweder keine 
oder vier reelle Schnittpunkte; 
zwei Kegelschnitte einer Schaar 
zweiter Art haben allemal zwei 
reelle Schnittpunkte (Nr. 190). 
Wenn alle Carven einer Kegel- 
schnittschaar in Punktenpaare 
zerfallen, was auf zwei Arten 
möglich ist, so ist die Schaar 
eine specielle; desgleichen wenn 
sie einen zweifachen Punkt ent- 
hält. Demgemäss bilden alle 
Kegelschnitte, welche durch die 
reellen oder imaginären Doppel- 
punkte einer Punktinvolution 
gehen, oder aber in Bezug auf 
welche irgend ein Punkt eine 
gegebene Polare hat, ein specielles 
lineares Kegelschnitt - System 
dritter Stufe; aber auch dann ist 
ein solches System speciell, wenn 
alle seine Kegelschnitte einen 
Punkt mit einander gemein haben. 



erster oder dritter Art haben 
entweder keine oder vier reelle 
gemeinschaftliche Tangenten; 
zwei Kegelschnitte eines Büsehels 
zweiter Art haben allemal zwei 
reelle gemeinschaftliehe Tan- 



Wenn alle Carven eines Kegel- 
schuittböschels in Strahlenpaare 
zerfallen, so ist der Büschel ein 
specieller; ebenso wenn er eine 
zweifache Gerade enthält. Dem- 
gemäss bilden alle Kegelschnitte, 
welche die reellen oder imaginä- 
n Doppelstrahlen einer Strah- 
leniuTolution berühren, oder in 
: auf welche irgend eine 
Gerade einen gegebenen Pol hat, 
ipecielles hneares Kegel- 
schnitt- Gewebe dritter Stufe ; 
aber auch dann ist ein solches 
Gewebe speciell, wenn alle seine 
Kegelschnitte eine gemeinschaft- 
liche Tangente haben. 
194. Alle Kreise der Ebeue bilden ein specielles lineares 
System dritter Stufe; die zugehörige Kegels chnittsch aar besteht 
aus den Punktenpaaren der Involution, in welcher die unendlich 
ferne Gerade eine rechtwinklige Strahleninvolution schneidet. Con- 
focale Kegelschnitte bilden eine Kegelschnittschaar von der dritten 
Hauptart; ihre beiden Brennpunkte sind das einzige reelle Punkten- 
paar dieser Schaar, and das zugehörige lineare Kegelschnitt- System 
dritter Stufe besteht aus allen gleichseitigen Hyperbeln, in Bezag 
auf welche die beiden Brennpunkte conjugirt sind. Alle Kreise, die 
durch zwei reelle Punkte gehen, bilden einen Kegelschnittbösehel 
von der zweiten, und alle zu ihnen orthogonalen Kreise bilden 
einen Büschel von der dritten Hauptart. Ein specielles lineares 
Gewebe dritter Stufe wird gebildet von allen Kegelschnitten, die 
einen gegebenen Punkt F zum Brennpunkt haben; die Kegel- 
schnitte des zugehörigen Büschels zerfallen in die Strahlenpaare, 
welche sich in F reehtwinkhg schneiden. 
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195. Drei Curven II. Claase Drei Curven II. Ordnung, die 

T*i Tm Tai die in einer Ebene, in einer Ebene, aber nicht in 
r nicht in einer Kegelschnitt- einem Kegel scbnittbüschel lie- 
gen, bestimmen ein gen, bestimmen ein lineares 
lineares Kegelschnitt - System Eegelschnittgewebe zweiterStufe 
zweiter Stufe (ein Kegelschnitt- (eine Schaarschaar), dessen Cur- 
Netz), anf dessen Curven sie ven auf ihnen ruhen, 
ruhen (Nr. 178, 179). 

Alle Kegelschnitte dieses Netzes, welche ausser jenen drei 
Curven II. Claese noch eine beliebig angenommene vierte, a. B. 
einen zweifachen Punkt stützen, bilden (Nr. 178) einen Kegel- 
schnittbüschel. Daraus folgt (vergl. Nr. 189): 



Durch jeden Punkt der Ebene 
geht ein Büschel von Kegel- 
schnitten des Netzes; durch zwei 
beliebige Punkte geht im All- 
gemeinen nur ein Kegelschnitt 
des Netzes. 



Jede Gerade der Ebene be- 
rührt eine Schaar von Kegel- 
schnitten der Schaarschaar; zwei 
beliebige Gerade berührt im All- 
gemeinen nur ein Kegelschnitt 
der Schaarschaar. 



X96. Je zwei der drei Curven y\ yj, jl bestimmen ein linea- 
res, das Netz enthaltendes Kegelschnitt^ System dritter Stufe und 
zugleich eine Kegelschnifctschaar , deren Curven auf allen Curven 
dieses Systemes, also auch auf allen Curven des Kegelschnitt- 
Netzes ruhen (Nr. 185), Das Netz stutzt demnach die drei durch 
7^1 Yii yl bestimmten Kegel schnittschaaren, aber ebenso auch jede 
vierte Schaar, welche irgend zwei Curven jener drei ersten Schaaren 
enthält. ÄUe diese Schaaren liegen in der Schaarschaar, welche 
durch drei beliebige Curven des Netzes bestimmt ist, denn sie 
stützen sich auch auf diese drei Curven; auch beweist man ohne 
Schwierigkeit, dass jede Curve der Schaarschaar unendlich vielen 
jener Schaaren angehört nnd folglich auf jeder Curve des Netzes 
ruht. Daher der wichtige Satz: 

Mit einem Kegelschnittnetze ist allemal eine Kegel- 
schnitt-Schaarschaar (und umgekehrt) derartig ver- 
bunden, dass jede Curve der Schaarschaar auf jede 
Curve des Netzes sich stützt. Drei beliebige Curven 



*) Vgl. Schröter, Die Theorie der Eegelechnitte, lt. Aufl., Seite 500—535 
(Leipzig 1876). 
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des Netzes oder der Schaarschaar genügen zur Be- 
stimmnng beider Kegelaehnitfc-Maiinigfaltigkeitei]. 
Daa Netz und die Schaarschaar, von welchen in den folgenden 
Sätzen die Rede ist, sind in der eben angegebenen Weise mit ein- 
ander verbunden, sodass die Schaarschaar auf das Netz sieb stützt. 

197. Daa Kegelsehnittnetz entbält nnendlich viele Strahlen- 
paare, welche im Allgemeinen eine Curve dritter Classe T^ ein- 
hüllen und sich zu zweien in (gemeinschaftlichen) Polvierecken von 
7^1 ^n Ys Kid der zugehörigen Schaarschaar schneiden (Nr. 172). 
Die Strahlen eines solchen Paares sind conjngirt hinsichtlich der 
Schaarschaar, d. h. hinsichtlich aller Curven derselben (Nr. 176), 
und die Pole des einen Strahles bezüglich dieser Curven liegen 
demnach sämmtlich auf dem anderen Strahle. Zwei beliebige 
Polviereche der Schaarschaar sind allemal einer Curve des Netzes 
eingeschrieben; denn derjenige Kegelschnitt, welcher dem einen 
Polviereeb umschrieben ist und durch einen Eckpunkt U des an- 
deren geht, muss dem durch U gehenden, Kegelschnittbüschel des 
Netzes angehören und deshalb auch durch die übrigen drei Eck- 
punkte des zweiten Polvierecks gehen. — Ebenso ergiebt sich; 

198. Die Kegelschnitt-Sehaarscbaai- enthält unendlich viele 
Pnnktenpaare; dieselben liegen im Allgemeinen auf einer Curve 
III. Ordnung C^, und je zwei von ihnen sind Paare von Cregen- 
pnnkten eines Polvierseits des zagehörigen Kegelschnittnetzes. Die 
Punkte eines solchen Paares sind conjugirt hinsichtlich des Netzes, 
d. h, hinsichtlich aller Curven desselben, und die Polaren des einen 
Punktes bezuglich dieser Curven gehen alle durch den anderen 
Punkt. Jedes Punktenpaar der Schaarschaar ist harmonisch ge- 
trennt durch jedes Sfcrahlenpaar des Netzes. Zwei beliebige Pol- 
vierseite des Netzes sind allemal einer Curve der Schaarschaar 
umschrieben. Wenn von zwei Kegelschnitten der eine einen Büschel 
beschreibt, so umhüllen die Verbindungslinien ihrer Schnittpunkte 
1. A. eine Curve dritter Classe (Nr. 196, 197); und wenn der eine 
eine Schaar beschreibt, so bewegen sich die Schnittpunkte ihrer 
gemeinschaftlichen Tangenten i. Ä. auf einer Curve dritter Ordnung. 

199. Dnrcli drei beliebige Strahlenpaare, die nicht die drei 
paar Gegenseiten eines vollständigen Vierecks bilden, ist das Kegel- 
schnittnetz nebst der zugehörigen Schaarschaar bestimmt (Nr. 196). 
Umschreibt man dem Polviereck der Schaarschaar, in welchem 
zwei jener Strahlenpaare sich schneiden, einen Kegelschnittbüschel, 
und bringt man die Curven dieses Büschels mit dem dritten 
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Strahlenpaare znm Durchschnitt, so erhält man alle -Polvierecke 
der Schaarschaar , deren Eckpunkte auf diesem dritten Strahlen- 
paare liegen (Nr. 197), und damit auch alle Strahlenpaare des 
Netzes und die von ihnen eingehüllte Curve III. Ciasse V^. Da 
nun das dritte Strahlenpaar ein ganz beliebiges des Netzes ist, 
und da seine Geraden den Kegelschnittbüsehel iu zwei Punkt- 
Involutionen schneiden (S. 150), so ergiebt sich: 

„Jede Tangente der Curve III. Classe r* wird von den Kegel- 
„ schnitten des Netzes in Punktenpaaren einer Involution ge- 
„aehoitten. Die Doppelpunkte dieser Involution bilden ein 
„Punktenpaar der Schaarschaar und liegen auf der Curve C^"; 
denn sie sind conjugirt bezüglich aller Curven des Netzes, indem 
sie durch drei beliebige derselben harmonisch getrennt sind. 

200. Ebenso ist durch drei behebige Pnnktenpaare , welche 
nicht die drei paar Gegenponkte eines vollständigen Vierseita bil- 
den, die Schaarschaar nebst dem zugehörigen Kegels chnittuetze 
bratimrat, und man kann aus ihnen alle übrigen Puuktenpaare der 
Schaarschaar und die Curve IIL Ordnung C\ auf welcher sie 
liegen, ableiten. 

„ Die Tangentenpaare, welche aus einem beliebigen Punkte P der 
„Curve III. Ordnung C an die Kegelschnitte der Schaarschaar 
„gezogen werden können, sind Strahlenpaare einer Involution. 
„Die Doppelstrahlen dieser Involution bilden ein Strahlenpaar 
„des Netzes und berühren die Curve T^." 



Von einer beliebigen Tangeute 
der I'^ werden die Strahlenpaare 
des Netzes in Punktenpaaren 
einer Involution geschnitten. 



Aus dem beliebigen Punkte P 
von C* werden auch die Punkten- 
paare der Schaarschaar durch 
Strahlen paare der Involution 
projicirt. 

Auf C liegen die Schnittpunkte aller Strahlenpaare des Netzes; 
anderseits wird T^ von den Verbindungslinien »Her Punktenpaare 
der Schaarschaar eingehüllt (vgl. auch Nr. 205). 

201. Die Punkte von C^ sind paarweise conjugirt hinsichtlich 
des Netzes, und die Tangenten von T^ sind paarweise conjugirt 
hinsichtlich der Schaarschaar (Nr. 197 und 198). Wir setzen 
nun fest: 



Drei Punkte von C^, deren 
conjugirte auf einer Geraden 
liegen, sollen ein„Punktentripel" 
von C* heissen. 



Drei Taugenten von F', deren 
conjugirte durch einen Punkt 
gehen, sollen ein „Taugenten- 
tripel" von T^ heissen, 
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Da zwei Pirnktenpaare der ScLaarschaar alleraal von eioem durch 
sie teatimmten Polvierseit des Netzes zwei paar Gegenpunkfce bil- 
den (Nr. 198), so ergiebfc sich sofort: 

Die drei Punkte jedes Tripels 
von C^ bilden mit ihren con- 
jugirteu Punkten die drei paar 
Gegenpunkte eines Polvierseits 
des Netzes; jedes Polvierseit des 
Netzes enthält vierPunktentripel 
von 6'*. Je zwei Punkte von C^, 
deren Verbindungslinie durch 
einen gegebenen Punkt P, von 
C^ geht, bilden mit dem zu P^ 
conjugirten Punkte P ein Tripel 
von C^. 



Die drei Tangenten jedes Tri- 
pels von r^ bilden mit ihren 
conjugirten Tangenten die drei 
paar Gegenseiten eines Polvier- 
ecks der Schaaraehaar ; jedes 
Polviereck der Schaarschaar ent- 
hält vier Taugenten tri pel von T^. 
Je zwei Tangeuten von P^, die 
auf einer gegebenen Tangente t^ 
von r' sich schneiden, bilden 
mit der zu t^ conjugirten Tan- 
gente ein Tripel von T^. 

202. Die beiden, von irgend zwei Tripeln der C* gebildeten 
Dreiecke sind allemal eiuem Kegelschnitt der Schaarschaar um- 
schrieben (Nr. 198), weil sie in zwei Polvierseiten des Netzes liegen 
(Nr. 201). Daraus aber folgt (Nr. 46): 

Zwei beliebige Tangententripel 
von r^ sind allemal einer Curve 
II. Classe umschrieben. Wenn 
also ein Kegelschnitt einem Tripel 
von r* eingeschrieben ist und 
noch zwei beliebige Tangenten 
p, q von r^ berührt, so ist er 
auch dem durch p und q be- 
stimmten Tripel von T^ einge- 
schrieben. 

203. Das zweite Tripel (links) fällt mit dem ersten zusammen, 
wenn P und Q sieh zwei Punkten des ersten Tripels von C^ un- 



Zwei beliebige Punktentripel 
von C* sind allemal einer Curve 
II. Ordnung eingeschrieben. — 
Wenn also ein Kegelschnitt ei- 
nem Tripel von C^ umschrieben 
ist und durch zwei beliebige 
Punkte P, Q dieser Curve geht, 
so ist er auch dem durch P und 
Q bestimmten Tripel von C® 
umschrieben. 



begrenzt nähern, und 

Jedem Puuktentripel von C^ 
kann ein Kegelschnitt umschrie- 
ben werden, welcher die Curve 6'^ 
in den drei Punkten des Tripels 
berührt. 



sich daraus: 

Jedem Tangententripel von T^ 
kann ein Kegelschnitt einge- 
schrieben werden, welcher in den 
Berührungspunkten der drei 
Taugenten die Cnrve P^ berührt. 



Hiezü erhalten wir aus den letzten Sätzen von Nr. 201 die Zu- 
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In dem Punkte Q von C^, wel- 
cher mit zwei conjugirt«n Punk- 
ten P, P^ ein Tripel von C 
bildet, seimeiden sich die Tan- 
genten von P und P,. 

204. Mit Rücksicht auf die 
aus Nr. 202: 
Die Punktenpaare von C^, deren 
Verbindungsliniendurcheinenge- 
gebenen Punkt Pj von C^ gehen, 
liegen auf je einem Kegelscbuitt 
desjenigen Büschels, welcher 
einem beliebigen Tripel von C^ 
umschrieben ist und durch den 
zu Pj conjugirten Punkt P geht. 



Auf der Tangente von T^, 
welche mit zwei conjugirten Tan- 
genten t, (j ein Tripel von T^ 
bildet, liegen die Berührungs- 
punkte von ( und t^. 

von Nr. 101 folgt 



Die Tangentenpaare von T% 
welche sich auf einer gegebenen 
Tangente t^ von T^ schneiden, 
berühren je einen Kegelschnitt 
der Schaar, welche einem be- 
liebigen Tangeutentripel von T^ 
eingeschrieben ist und die zu t^ 
coujugirte Taugente ( berührt. 
Der Büschel P^ und der Kegelschuittbüschel links sind durch 
die Punktenpaare von C^, die Punktreihe i, und die Kegelschnitt- 
schaar rechts sind durch die Tangeutenpaare von T' projeetiv 
so auf einander bezogen, dass sie die Curve (7* resp. F^ erzeugen. 
Zum Beweise dieser beiläufigen Bemerkung ist aber hier nicht 
der Ort. 

205. Die Seiten des gemeinschaftlichen Poldreiecks von irgend 
zwei Kegelschnitten k^, kl des Netzes gehören einem durch sie 



bestimmten Polvierseit eines beliebi 
des Netzes an (Nr. 168). 
vierseit von k^, kl und kl und folgli 
Daraus folgt (vgl. Nr. 201): 

Das gemeinschaftliche Poldrei- 
eck von zwei beliebigen Kegel- 
schnitten des Netzes ist allemal 
ein Punktentripel von C\ Ins- 
besondere schneiden sich die drei 
paar Gegenseiten eines jeden 
Polviereeks der Schaarschaar in 
einem Punktentripel von C*. 



igen dritten Kegelschnittes ^ 
ist ein gemeinschaftliches Pol- 
[ch ein Polvierseit des Netzes. 

Das gemeinschaftliche Poldrei- 
seit von zwei beliebigen Kegel- 
schnitten der Schaarschaar ist 
allemal ein Tangeutentripel von 
r^. Insbesondere liegen die drei 
paar Gegeupunkte eines jeden 
Polvierseits des Netzes auf einem 
Tangeutentripel von F'. 
Die erste Hälfte dieser Sätze ist umkehrbar. Auch beweist man 
leicht, dass jeder Punkt, dessen Polaren in Bezug auf zwei Curven 
des Netzes zusamjoenfallen, auf C liegt, und dass jede Gerade, 
deren Pole in Bezug auf zwei Curven der Schaarschaar zasammeu- 
fallen, die Curve F^ berührt. 
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206. Alle Geraden, welche 
drei beliebig in der Ebene ge- 
gebene Kegelschnitte in einer In- 
volutioü von Punkten sehneiden, 
umhüllen eine Curve III. Classe 
r= (Nr. 199); dieselbe berührt 
auch die Verbindungslinien der 
Schnittpunkte von je zwei der 
drei Kegelschnitte (Nr. 197). 



Alle Punkte, aus welchen an 
drei beliebig in der Ebene ge- 
gebene Kegelschnitte eine In- 
volution von Tangenten gehen, 
liegen in einer Curve III. Ord- 
nung ü^ (Nr. 200); dieselbe geht 
auch durch die Schnittpunkte 
der gemeinschaftlichen Tangen- 
ten von je zwei der drei Kegel- 
schnitte (Nr. 198). 
207. Da zwei conjugirfe Punkte Q, Q^ der Curve C* durch 
je zwei conjngirte Tangenten der Curve F^ harmonisch getrennt 
sind (Nr. 198), und da dem Pnnkte Q^ von C^, welcher mit zwei 
conjugirten Punkten P, P^ in einer Geraden liegt, der Schnitt- 
punkt ^ der Tangenten von i' und P^ conjugirt ist (Nr.203und201), 
so ergiebt sich: 

Jede Tangente von C bildet 
mit den drei Tangenten, die von 
ihrem BerührungapunktePanr* 
gezogen werden können, einen 
harmonischen Strahlenbüsehel; 



Jeder Punkt von T^ bildet mit 
den drei Punkten, in welchen 
seine Tangente die Curve C^ 



schneidet, 
PunktreJhe. 



harmonische 



und zwar ist die Tangente von C durch zwei conjngirte Tan- 
genten der Curve V harmonisch getrennt von PPf Wenii^Pi 
ein Wendepunkt von C ist, so fällt Q mit P^ zusammen und PP^ 
berührt in P die C^; und umgekehrt. Wegen des Satzea rechts 
aber fällt alsdann der Punkt, in welchem T^ von der Tangente 
PPi berührt wird, mit P zusammen. Daher der Satz: 

„Die Curven C und T^ berühren sich in allen ihren gemein- 
,, schaftliehen Punkten; die Tangente jedes gemeinschaftlieben 
„Punktes P schneidet die C^ in einem ihrer AVendepunkte Pj, 
,,und wird in P von einer Rückkehr tan gente der Curve F* ge- 
,, schnitten." 

208. In der Scbaai-sehaar ist eine Schaar von Parabeln ent- 
halten (Nr. 195); und zwar liegen deren Brennpunkte auf einem 
Kreise, und ihre Leitlinien achneiden sich in einem Punkte K 
(vergl. Nr. 127). Das Netz enthält im Allgemeinen einen Kreis 
(sein Mittelpunkt ist K), einen Büschel gleichseitiger Hyperbeln 
und unendlich viele Parabeln, von welchen durch einen beliebigen 
Punkt höchstens zwei gehen (Nr. 195 und 189). 
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209. Die Kegel sehnifctnetze lassen sich in vier verschiedene 

Hanptarten eintheilen, zwischen denen eine Anzahl von Arten 
specieller Netze den Uebergang bilden. Wir unterscheiden diese 
Hanptarteu mit Hülfe der Involutionen, in denen die Netze von 
den Geraden ihrer Strahlenpaare geschnitten werden (Nr. 199). 
Sind diese Involutionen theils elliptisch nnd theils hyperbolisch, d. h. 
haben sie theils imaginäre theils reelle Doppelpunkte, so umhüllen 
ihre Träger zwei verschiedene Zweige der Curve F^; denn von 
stetig auf einander folgenden Tangenten dieser Curve wird das 
Netz in gleichartigen Involutionen geschnitten, schon weil die 
Doppelpunkte auf der Curve C^ liegen. Die beiden Zweige von T* 
haben nur dann eine gemeiusehaftliehe Tangente t^ wenn die bei- 
den Doppelpunkte der auf i^' enthaltenen Involution zusammen- 
fallen; da aber diese Doppelpunkte bezüglich aller Kegelschnitte 
des Netzes conjugirt sind, so gehen in dem erwähnten Falle diese 
Kegelschnitte alle durch einen (sich selbst conjugirten) Punkt, 
und das Netz ist ein speciellea. 

210. Ein nicht specielles Kegelschnittnetz wird entweder von 
den Geraden aller seiner Strahlenpaare in hyperbolischen, oder von 
den beiden Geraden gewisser Paare in elliptischen Involutionen 
geschnitten, oder endlich von der einen Geraden eines jeden Paares 
in einer hyperbolischen und von der anderen Geraden in einer 
elliptischen Involution. . Ich nenne das Netz im ersteren Falle 
hyperbolisch, im zweiten elJiptisch und im dritten Falle dual. 
Ein Netz ist hyperbolisch, wenn es einen Kegelschnittbüschel 
dritter Art enthält, oder überhaupt zwei Kegelschnitte, die mit 
einander keine reellen Punkte gemein haben; denn ein Büschel 
dritter Art wird von den Geraden der Ebene in hyperbolischen 
Involutionen geschnitten. Die Kegelschnitte eines elliptischen oder 
dualen Netzes schneiden sich paarweise in mindestens zwei reellen 
Punkten, 

211. Ist das Netz durch drei seiner Strahlenpaare gegeben, 
so können wir zwei derselben als zwei paar Gegenseiten eines „in 
dem Netze enthaltenen" Vierecks auffassen. Durch das dritte 
Strahlenpaar und überhaupt durch jeden beliebigen Kegelschnitt 
des Netzes ist alsdann ein resp. kein Eckpunkt dieses Vierecks 
von den drei übrigen getrennt, wenn das Netz dual resp, hyper- 
bolisch ist. Dagegen sind durch das dritte Strahlenpaar und 
überhaupt durch die Kegelschnitte des Netzes entweder zwei oder 
keine Eckpunkte des Vierecks von den übrigen getrennt, wenn 

16* 
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und wir schliessen dara^, dass von ilim aas zwei zu einander 
rechtwinklige Tangenten an y^ gezogen werden können. Die Sätze 
dieser Nummer hat Herr Faure entdeckt. 

222. Aus den zu Nr. 220 reeiproken Sätzen ergiebt sich u. Ä. 
Folgendes: Alle Kegelselinitte, welche einen Punkt F zum Brenn- 
punkt haben und auf eine Curve II. Ordnung k" sich stützen, 
bilden eine specielle Schaarschaar. Die zwei reellen Tangeuten, 
welche irgend zwei von ihnen mit einander gemein haben, sehnei- 
den sich allemal auf der Polare / von F in Bezug auf k^. Die 
Curve r' zerfällt in F nnd eine Curve 11. Ciasse; G^ dagegen 
zerfällt in f und die beiden imaginären Doppelstrahlen des recht- 
winkligen Büschels F. Von jedem Polviereek der Schaarschaar 
achneiden sich zwei Gegenseiten rechtwinklig in F; die Schnitt- 
punkte der übrigen zwei paar Gegenseiten liegen auf f. Ueber- 
haupt ist f die Polare von F in Bezug auf alle Kegelschnitte des 
Netzes, auf welchem die Schaarschaar ruht. 

223. Ein sehr specielles Netz bilden die Kegelschnitte, die 
einem Dreieck ABC umschrieben werden können; von den Curven 
der zugehörigen Schaarschaar ist ABC ein gemeinschaftliches 
Poldreieck; die Curven C* und F^ redueiren sich auf die drei 
Seiten resp. die drei Eckpunkte des Dreiecks, — Die Kegelschnitte, 
von welchen ABC ein Poldreieck ist, bilden nicht allein eine sehr 
specielle Schaarschaar, 'sondern zugleich ein ebenso specielles Netz; 
auf das letztere stützt sich die Schaarschaar, welche dem Dreieck 
eingeschrieben werden kann. 
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